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Preface 



La troisieme et derniere partie de cet ouvrage propose une traduction 
fran9aise annotee de la solution mathematique complete qu'ont donnee 
Friedrich Engel et Sophus Lie dans le troisieme volume de la monumentale 
Theorie der Transformations gruppen ( ll411 . pp. 393-523) au probleme dit 
« de Riemann-Helmholtz» : 

Par quels axiomes spatiaux peut-on caracteriser les trois geometries 
a courbure constante, euclidienne, lobatclievskienne ou riemannienne, a 
I'exclusion de toute autre geometrie ? 

Notre premier objectif est de faire revivre, au sein de la philosophic 
contemporaine de la geometrie, I'incroyable puissance de pensee et de 
conception de Lie qui parvint, entre 1873 et 1893, a eriger sur des milliers 
de pages une theorie realisant pleinement le fameux Programme d'Erlan- 
gen de Klein (1872, [l85|). Lie partait de I'idee seule qu'il devait exister, 
dans le domaine des transformations continues entre equations differen- 
tielles, un analogue metaphysiquement complet a la theorie des groupes 
de substitutions des racines d'une equation algebrique que Serret et Jordan 
venaient de developper, quelques decennies apres la parution posthume du 
memoire genial [54J d'Evariste Galois. 

Mais surtout, notre objectif principal est de montrer, en termes de se- 
mailles au sens de Grothendieck et dans la lignee de quelques ecoles ma- 
thematiques contemporaines qui se sont developpees aux Etats-Unis avec 
notamment Olver [I123LI124L Gardner (Mil et Bryant (H — cf. aussi le 
beau livre du suedois Stormark [il56ll — , que notre epoque peut mainte- 
nant accueillir une sorte de resurrection des mathematiques qui se sont 
developpees a la chamiere du 19'="^'= et du 20'^™'^ siecle, notamment dans 
ses techniques, dans ses manieres de penser, et dans ses problematiques 
memes, toujours riches, ouvertes et inepuisables. A vrai dire, bien que 
le present ouvrage ne constitue en rien un travail d'histoire des mathe- 
matiques, c'est la lecture des travaux d'Hawkins [|67t l68l qui nous a fait 
prendre conscience, philosophiquement, de 1' importance, pour 1' architec- 
ture des mathematiques, de classifier a priori et abstraitement les groupes 
de transformations, qu'ils soient discrets (Jordan) ou continus (Lie). 
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En effet, comme Lie lui-meme I'a vite compris en profondeur des I'hi- 
ver 1873-74, la classification abstraite et a priori des groupes possede une 
importance capitale dans 1' edifice mathematique, en tant que tronc com- 
mun de la connaissance a partir duquel pourront etre directement irrigues 
puis resolus tous les problemes specialises qui impliquent une structure 
de groupe sous-jacente : transformations de contact, prolongements aux 
espaces de jets, invariants differentiels, symetries des equations aux de- 
rivees partielles, transformations projectives, transformations conformes, 
structures symplectiques, theorie des invariants algebriques, etc. Toutefois, 
dans la litterature mathematiques actuelle, on ne trouve aucun article, au- 
cun livre, aucune source qui restitue la theorie originale de Lie dans sa 
systematicite intrinseque, et done pour prendre connaissance des demons- 
trations detaillees des theoremes de classification, il faut se reporter aux 
CEuvres originales. Par ailleurs, le toumant de globalisation et d'algebri- 
sation de la theorie des groupes initie par Hermann Weyl et Elie Cartan 
dans les annees 1930 et continue par Chevalley, Chem et Ehresmann dans 
les annees 1950 a fait progressivement porter I'accent sur les theoremes 
de classification des algebres de Lie semi- simples complexes (Killing) et 
reelles (Elie Cartan), avec la combinatoire afferente des systemes de ra- 
cines (Weyl) et des diagrammes (Dynkin) qui est aujourd'hui centrale dans 
la theorie des representations. 

Mais puisque la theorie initiale de Lie se ramifiait surtout en di- 
rection des equations aux derivees partielles et s'architecturait afin que 
s'y inscrivent toutes les structures de groupes continus possibles, ce pre- 
mier ouvrage de traduction commentee sera suivi dans un avenir proche 
par d'autres travaux proprement mathematiques (cf. le texte en prepa- 
ration 111091) qui transcriront dans un langage mathematique modeme 
d'autres resultats de Lie, tout particulierement ceux qui sont consacres, 
dans le Tome III de la Theorie der Transformations gruppen, a la classifica- 
tion complete des actions analytiques locales sur un espace a trois dimen- 
sions ; celle-ci ne fut en fait completee qu'en 1902 par Amaldi ([|2l|3l|) pour 
les actions doublement imprimitives qui stabilisent a la fois un feuilletage 
local par des surfaces et un feuilletage subordonne par des courbes. 

Voici pour terminer une breve description du contenu de ce livre. 
Deux chapitres constituent V Introduction philosophique generale (Partie I) 
qui est suivie d'une Introduction mathematique a la theorie de Lie (Par- 
tie II), utile pour aborder notre traduction de la Division V du Tome III de 
la Theorie der Transformations gruppen (Partie HI). 

Dans le premier chapitre que nous consacrons a un commentaire de- 
taille et cible de la celebre le9on orale d'habilitation [Probevorlesung] de 
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Riemann (1854, 11311 . non publiee de son vivant), nous insistons, en nous 
servant notamment des etudes de Erhard Scholz [|139. ,141 J . sur la capa- 
cite si particuliere que Riemann avait d'ouvrir sans les fermer les ques- 
tions de conceptualisation mathematique. A la fin de I'annee 1868, Helm- 
holtz obtint une copie des notes manuscrites que Schering avait prises 
pendant la soutenance de Riemann, et il public rapidement une etude 
( fi72] ). maintenant centrale pour I'histoire des fondements de la geometric, 
dans laquelle il pretend pouvoir demontrer rigoureusement que la postula- 
tion — physiquement evidente sinon metaphysiquement necessaire — de 
corps rigides et neanmoins maximalement mobiles dans un espace abstrait 
quelconque implique 1' existence d'une metrique riemannienne a courbure 
constante : inversion, done, des points de vue de Riemann, Christoffel et 
Lipschitz pour qui les metriques quadratiques possibles sont innombrables, 
puisqu'elles dependent du comportement des invariants differentiels deri- 
ves de la courbure. Toutefois, les arguments embryonnaires, riches d'idees 
nouvelles, de Helmholtz, sont en grande partie errones ou incomplets, et 
il fallut attendre les travaux de Lie S US [lOOl [lOll [1021 pour qu'ils 
puissent etre inscrits dans une vaste theorie. La traduction que nous propo- 
sons ici aura le merite, nous I'esperons, de porter au moins a la connais- 
sance des commentateurs francophones de Helmholtz la discussion cri- 
tique par Lie de la pertinence des axiomes helmholtziens, voir notamment 
r introduction a la Division 5 au debut de la Partie III, p. 11531 et aussi le 
Chapitre 21 p. 121 1[ Enfin, notre Partie II est consacree a une presentation 
des theoremes fondamentaux de la theorie de Lie qui se base exclusivement 
sur le tres systematique Volume I p9l de la Theorie der Transformations- 
gruppen, sans faire appel aux manuels modernes. 

Non germaniste, I'auteur a beneficie d' aides ponctuelles et utiles 
concernant quelques difficultes de traduction, notamment de la part de 
Maud Moreillon (Besan9on), d'Egmont Porten (Berlin) et de Jean Ruppen- 
thal (Wuppertal). Fran9oise Panigeon a regulierement controle la correc- 
tion lexicale et grammatical du texte dans son ensemble, qui lui doit done 
beaucoup. Toute notre reconnaissance s'adresse aussi a Erhard Scholz, qui 
a accepte d'examiner I'ouvrage et dont les travaux de stature Internatio- 
nale nous ont ete d'une grande utilite. Le projet initial a ete feconde grace 
a certaines seances du « Seminaire Riemann », organise en collaboration 
avec Jean-Jacques Szczeciniarz et Ivahn Smadja a VEcole Normale Supe- 
rieure. Enfin, Jean-Jacques Szczeciniarz, toujours disponible et ouvert, a 
constamment soutenu la realisation de ce projet au cours d'echanges phi- 
losophiques profonds et precieux. 



Partie I : 

Introduction philosophique generale 



Chapitres 

1. L'ouverture riemannienne JU 

2. La mobilite helmholtzienne de la rigidite J49l 

Chapitre 1 : 
L'ouverture riemannienne 

La mathemadque est la seule bonne metaphysique. 

Lord Kelvin 

1.1. Circonstances historiques. Le 10 juin 1854, a I'occasion de ses 
epreuves d' admission a la celebre Universite Georges Auguste de Gottin- 
gen, Bemhard Riemann (1826-1866), alors age de vingt-huit ans, defend 
oralement son Habilitationsvortrag, qu'il a intitulee : 

Sur les hypotheses qui servent defondement d la geometrie^ 

En AUemagne au dix-neuvieme siecle, le diplome d'habilitation est 
formellement requis pour etre en mesure d'obtenir le statut de Privatdo- 
zent, c'est-a-dire de charge de cours. Non retribuees par 1' universite, ces 
positions sont neanmoins prisees ; le salaire afferent y depend de la libera- 
lite des etudiants qui assistent regulierement aux le9ons. 

Au debut des annees 1850, on compte a Gottingen une dizaine de pro- 
fesseurs permanents disposant d'une chaire. Le 16 decembre 1851, Rie- 
mann avait soutenu en latin sa these de doctorat Unauguraldissertation] 
consacree aux fonctions d'une variable complexeu, et le jury d'experts 
qui avait ete consulte pour autoriser la soutenance etait compose de sept 

L [Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen.] Paru en 1867 
a titre posthume dans le tome Xlll des Memoires de la Societe Royale des Sciences de 
Gottingen, ce texte a immediatement inspire de nombreux travaux mathematiques, no- 
tamment chez Dedekind, Gehring, Clifford, Helmholtz, Christoffel, Lipschitz, Beltrami, 
et d'autres. En 1898, il a ete traduit en frangais par J. HOUEL, voir II132I . pp. 280-299. 

2. Grundlagen fiir sine allgemeine Theorie der Functionen einer veranderlichen 
complexen GroBen, Theorie generale des fonctions d'une grandeur variable complexe, 
voir Il8l l92l[l30l pour ce chapitre qui ne sera pas aborde dans cet ouvrage. 
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« grands » professeurs : Gauss en mathematiques, Mitscherlich en rheto- 
rique, Haussmann en mineralogie, Ritter en philosophie, Hoeck et Her- 
mann en philologie classique, Waitz en histoire et Weber en physique 
( HIBOID . Aussi n'est-il pas etonnant que, dans un tel contexte d'universa- 
lite des competences et de proximite des savoirs, Riemann ait du pronon- 
cer, deux ans et demi plus tard pour I'habilitation, sa fameuse conference 
d'epreuve [Probevorlesung] devant un auditoire majoritairement compose 
de non-mathematiciens, dans le cadre de ce qu'on appelle aujourd'hui un 
Colloquium s'adressant en principe a tous les protagonistes de I'universite. 

Frustration d'historien des mathematiques : les archives de la Faculte 
philosophique de Gottingen n'ont conserve aucune trace ( 11301 ) concer- 
nant les rapports, les membres du jury, les discussions, les questions, ni 
pour la these, ni pour I'habilitation de Riemann. D'apres Dedekind ( ll35ll . 
pp. 547-548), les seuls elements incontestables concernant les circons- 
tances de I'habilitation qui ne relevent pas du mythe post-mortem sont 
deux lettres de Riemann, la premiere ecrite le 28 decembre 1853 a son frere 
Wilhelm au moment de fixer tout ce qui est inherent a la soutenanceH et 
la seconde a ce meme frere, le 26 juin 1854, deux semaines apres la sou- 
tenance0. Maigre documentation, quand on pense a toutes les speculations 
qui ont ete suscitees dans I'imagination des geometres depuis plus d'un 
siecle et demi. 

Comme les regies universitaires I'exigent encore aujourd'hui en Al- 
lemagne, le candidat a I'habilitation se doit de proposer trois sujets dis- 
tincts, afin de montrer au mieux I'extension thematique de ses travaux de 
recherche. Ainsi Riemann propose-t-il a la fin de I'annee 1853 un sujet en 
Analyse, un sujet en Algebre et un sujet en Geometric, a savoir : 

1) un memoire abouti sur les series trigonometriques qu'il avait deja 
acheve pendant I'automneB; 



3. «Mon travail progresse raisonnablement : au debut du mois de decembre, j'ai 
remis mon memoire d'habilitation et je devais proposer a ce moment-la trois sujets pour 
Fepreuve orale, parmi lesquels la faculte devait en choisir un. J'avais prepare les deux 
premiers et j'esperais que Fun d'entre eux serait selectionne : malheureusement, Gauss 
opta pour le troisieme, et je suis a present un peu presse par le temps, car je dois encore 
le preparer. » 

4. « J'ai loue pour I'ete une maison avec un jardin et, grace a cela, ma sante ne m'a 
plus tourmente. Ayant termine, deux semaines apres Paques, une etude dont je ne pouvais 
pas venir a bout, je me suis enfin mis a ma conference d'epreuve et je I'ai terminee vers 
Pentecote. » 

5. Ce memoire ne fut publie a titre posthumequ'en 1868, paries soins de Dedekind. 
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2) un travail sur les intersections entre deux courbes planes du second 
degrel; 

3) une reflexion generale sur les fondements de la geometrie. 

Dans sa courte biographic [|35ll . Dedekind a ecrit que Gauss aurait selec- 
tionne le troisieme sujet en derogeant a la convention academique habi- 
tuelle de choisir le premier, parce qu'il etait curieux de voir comment un 
si jeune mathematicien pourrait traiter une question qui demande tant de 
maturite scientifiqueQ. Mais d'apres Laugwitz [|92l . le premier sujet pro- 
pose etait thematiquement trop proche de la these de Riemann ; le contenu 
du second est probablement apparu assez evident a Gauss ; de telle sorte 
que les professeurs concernes, se fiant a I'expertise de Gauss, ne pouvaient 
qu'etre conduits a selectionner le troisieme sujet sur la geometrie. 

II y a des raisons de penser que Riemann, en prenant le risque de 
proposer un travail qui n' etait que potentiellement en gestation, avait 1' in- 
tention de s'exposer a la contrainte, dans un cadre institutionnel, de rediger 
ses idees nouvelles qu'il jugeait fondamentales, bien qu'inachevees. En ve- 
rite, sur le moment, Riemann ne semble pas avoir ete tellement preoccupe 
par cette tache supplementaire, etant donne qu'apres avoir programme une 
soutenance vers la fin de I'eteB, il ne s'y est consacre a plein temps qu'apres 
Paques 1854. En fait, durant I'hiver 1854, il reprend ses recherches sur les 
relations entre I'electricite, le magnetisme, la lumiere et la gravitationH 
tout en travaillant comme assistant de Weber a I'institut de physique ma- 
thematique. Malheureusement, le mauvais temps hivemal et une crise de 
surmenage le conduisent a la maladie — il etait hypocondriaque et il souf- 
frait regulierement de la fragilite de ses poumons — , ce qui le contraint a 
interrompre ses travaux pour se reposer a la campagne. Ayant recouvre la 



6. [Uber die AuHosung zweier Gleichungen zweiten Grades mit zwei unbekannten 
Grossen], texte absent des Gesammelte Werke. 

7. Remmert II130II a reproduit le rapport de Gauss, ecrit en calligraphie pre- 
siitterline, sur la dissertation inaugurate de Riemann de 1851 ; Gauss y appreciait deja 
r « independance productive et louable» [riimliche productive Selbstthatigkeit] de Rie- 
mann. 

8. Au printemps 1853, Gauss se plaignait dans une lettre a Alexander von Humboldt 
de douleurs a la poitrine et au gosier, d'essoufflements, de palpitations et d'insomnie. Un 
an plus tard, son etat s'etait aggrave. Le vendredi 9 juin 1854, il apprend que Riemann a 
officiellement depose son texte, et il fixe la conference au lendemain ( llOi . pp. 201-202). 

9. Dans sa lettre du 5 fevrier 1854 a son frere Wilhelm (no. 65, 111611 p. 109), Rie- 
mann exprime clairement quelle est sa direction de recherche principale a cette epoque- 
la : « Ich hatte gleich nach Ablieferung meiner Habilitationsschrift wieder meine Un- 
tersuchungen iiber den Zusammenhang der Naturgesetze fortgesetzt, und mich so darin 
vertieft, daB ich nicht davon loskommen konnte. » 
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sante, il redigera done sa conference d'epreuve du lundi de Paque au lundi 
de Pentecote, en sept semaines environ^j. 

1.2. Appreciations d'universalite. Newman ( [UllH ) qualifie d'«imperis- 
sable» ce discours d'habilitation, qui rayonne encore d'une puissance 
philosophique et mathematique singuliere. C'est aussi I'un des tres rares 
exemples d' accession, en mathematique, au statut de classique intempo- 
relEil. 

Dans son essence meme, V Habilitadonsvortrag de Riemann est en ef- 
fet un chef-d'oeuvre remarquable d'inachevement et d'ouverture ; de par les 
consequences multiples qu'elle recele, elle a eu en effet une influence de- 
terminante quant au destin de branches mathematiques neuves qui devaient 
etre developpees ulterieurement, telles que par exemple : les fondements 
de la geometric, la topologie, la geometric differentielle, la geometric rie- 
mannienne ou finslerienne, etc. 

Toutefois, meme si les considerations de Riemann sont apparemment 
tres accessibles a la lecture et semblent avoir ete dictees par une langue 
philosophique universelle et intemporelle, elles renferment nombre d' af- 
firmations enigmatiques ; et comme ces affirmations remarquables ne sont 
pas justifiees par des demonstrations mathematiques, elles ont aiguise la 
sagacite des geometres pendant des decennies. Sans concession, Sophus 
Lie commentera les zones de penombreQ qui touchent a cette theorie en- 
tierement nouvelle des groupes continus de transformations, theorie que 
Riemann ne possedait manifestement pas, et dont Lie allait faire I'oeuvre 
monumentale de sa vie. On peut s'imaginer neanmoins que Riemann a 



10. Le programme de travail de Riemann a certainement connu des alternances com- 
plexes que la biographie precieuse |!35l de Dedekind (c/aussi ll8l ll63ll ) etait naturellement 
dans I'incapacite de reconstituer, puisque dans sa lettre du 5 fevrier 1854 publiee par 
Neuenschwander ( II116I . p. 1 10), Riemann confie a son frere : « Seit acht Tagen geht es 
mir nun wieder besser, die Probevorlesung, die ich beim Colloquium halten soil ist halb 
ausgearbeitet, und Dein Brief und der Gedanke an Dich soUen mir ein Sporn sein, mich 
durch nichts wieder von dieser Arbeit abbringen zu lassen. » 

11. En litterature et en philosophie, la frequentation reguliere et I'etude exegetique 
du corpus classique font partie integrante de la formation specialisee ; tel n'est pas le cas 
en mathematiques. 

12. Le §100 du Chapitre 22 p. l263l ci-dessous offre une analyse du discours d'habi- 
litation de Riemann, et tout particulierement du § 111, 1 p. 265 de II131I qui pretend avoir 
completement resolu le probleme auquel Helmholtz, et surtout Lie, ont consacre leurs 
forces de genese conceptuelle. 
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etaye par des recherches analytiques rigoureuses la plupart des proposi- 
tions qu'il enonce seulement dans un langage conceptuel, eu egard au de- 
voir qu'il avait vis-a-vis de son auditoire d'user au minimum d'un appareil 
technique[B- 

Grace a sa penetration conceptuelle, ce texte allait done devenir une 
source d'inspiration recurrente dans le dernier tiers du 19"='"'= siecle — et 
aussi a la charniere du 20'^'"'' — , au moment oii la clarification et I'ap- 
profondissement des concepts fondamentaux s'affirmaient comme I'une 
des tendances dominantes en mathematiques. Ainsi, faudra-t-il attendre 
les travaux de Dedekind, Gehring, Clifford, Helmholtz, Christoffel, Lip- 
schitz, Beltrami, Frobenius, Lie, Killing, Engel, Ricci-Curbastro, Levi- 
Civita, Schouten, E. Cartan et d'autres pour mesurer I'ampleur des de- 
veloppements inattendus que ces idees a peine esquissees contenaient en 
germe. 

1.3. Assembler I'inacheve. C'est certainement la citation que Riemann a 
choisi de mettre en exergue a ses Fragmente philosophischen Inhaltsrjqui 
caracterise le mieux sa propre position dans ses travaux scientifiquesLj : 

Ne rejetez pas avec mepris les presents que j'ai rassembles pour 
vous avec devotion avant de les avoir compris. Lucrece, De Natura Re- 
rum 

Plus de la moitie de I'oeuvre fascinante de Riemann est en effet constituee 
de travaux qu'il jugeait inaboutis et qu'il s'est refuse, pour cette raison, a 



13. Seules les quatre courtes pages de la seconde et derniere partie de la Commen- 
tatio mathematica, qua respondere tentatur quaestioni ab IIF"" Academia Parisiensi pro- 
positae ( II131I , pp. 380-383) devoilent quelques calculs elliptiques en relation avec la 
definition de la courbure sectionnelle qui apparait dans I'habilitation. Ce manuscrit de 
1861 ne fut pas publie car le prix de 1' Academic de Paris propose en 1858 n'a finalement 
pas ete attribue a Riemann. Depuis les travaux de Lipschitz et de Christoffel, les calculs 
visionnaires (et cryptiques) de Riemann peuvent etre interpretes comme associant aux 
quantites de courbure sectionnelle introduites par Riemann une certaine forme bilineaire 
symetrique sur I'espace des 2-plans infinitesimaux qui est aujourd'hui appelee tenseur 
de Riemann-Christojfel et dont la connaissance recouvre tous les invariants locaux de la 
metrique ( 111531 ). 

14. — publics a titre posthume en 1876 dans ses Gesammelte Mathematische 
WerJce — 

15. En 1840, Riemann quitte la maison familiale a Quickborn pour entrer au lycee 
a Hanovre. C'est a ce moment-la que debute sa correspondance reguliere avec sa famille. 
Neueunschwander ( II116L p. 90) qui a transcrit des lettres inedites signale que Riemann 
avait deja en ce temps-la de la peine a mener ses compositions a bonne fin, parce qu'il 
rejetait continuellement ce qu'il avait deja ecrit. 
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publier0. D'un point de vue philosophique, la regie riemannienne de di- 
rection de I'esprit consiste done a rassembler des elements qui ne sont pas 
compris, kformuler des questions reflexives les concemant, a renverser les 
interrogations speculatives, a designer les questions non resolues. Comme 
Socrate, Riemann exprime qu'il ne salt pas ; cet etat de fait qui est imper- 
sonnel et universel, le mathematicien doit I'accepter, puisqu'il fait partie 
integrante de 1' essence meme des mathematiques. 

Une telle posture generale s'apparente done plus aune volonte d' igno- 
rance qu'au doute systematique de Descartes, a ceci pres que la volonte 
d'ignorance, en mathematiques, ne pent pas etre une aporetique de prin- 
cipe comme Test la maieutique socratique, puisqu'elle doit deboucher a 
terme sur des propositions rigoureuses, sur des theoremes, sur des connais- 
sances adequates. Analyser la metaphysique des mathematiques que nous 
a leguee Riemann, c'est d'une certaine maniere entrer dans une topologie 
de I'ouverture acceptee de la pensee. 

1.4. Le mystere des notions primitives de la geometrie. D'apres Clifford 
( [|3T1 , p. 565), « C'est Riemann qui le premier a accompli la tache d' analy- 
ser toutes les hypotheses de la geometrie, et de montrer leur independance 
mutuelle». 

Au commencement de son di scours, Riemann annonce en effet que 
la Geometrie classique d'Euclide admet comme donnees prealables les 
concepts de point, de droite, d'espace, ainsi que les notions d'incidence, 
d'angle et d'intersection. De toutes ces notions, elle ne donne que des defi- 
nitions nominales, implicites sur le plan logique0. En ce qui concerne les 
representations mentales, les axiomes qui donnent naissance aux relations 
demonstratives fondamentales sont toujours sous-tendus, en filigrane, par 
un reseau d'intuitions archaiques ; et parce que ces intuitions aisees s'en- 
racinent dans I'experience physique de la pensee, elles occultent I'inter- 
rogation mathematique abstraite, pure et a priori. Or d'apres Riemann, la 
position des hypotheses primitives doit par nature etre indecise, elle doit 



16. Autre exemple dans le domaine de la creation litteraire, analyse par Roland 
Barthes (fT^, p. 343) : « Flaubert (1871, 50 ans) : 'Comme si de rien n'etait, je prends 
des notes pour mon Saint Antoine [ce sera la troisieme version], que je suis bien decide a 
ne pas publier quand il sera fini, ce qui fait que je travaille en toute liberte d' esprit [Lettre 
a Ernest Feydeau, 8 aout 1871] ; probleme bien enonce [...]. 'Ne pas publier', sorte de 
figure mi-rhetorique, mi-magique, utilisee par beaucoup d'ecrivains. » 

17. D'apres Euclide, un point est ce qui est sans partie ; une Ugne est une longueur 
sans epaisseur; un angle est I'inclinaison I'une sur I'autre de deux lignes. D'inspiration 
metaphysique et procedant par predication negative, les deux premieres definitions oc- 
cultent en effet la question de savoir oil et comment asseoir ou fonder ces concepts qui 
doivent par ailleurs rester operatoirement evidents pour tout geometre. 



Chapitre 1 . L'ouverture riemannienne 



7 



par principe faire question en tant que telle, et done, elle constituer un 
theme de recherche nouveau, abstrait, pur et a priori. 

Les rapports mutuels de ces donnees primitives restent envelop- 
pes de mystere [im Dunkeln] ; on n'apergoit pas bien si elles sont neces- 
sairement liees entre elles, ni jusqu'a quel point elles le sont, ni meme 
a priori si elles peuvent I'etre. |132| , p. 280. 

Dans cette seule phrase qui semble enoncer une constatation inspiree, s' ex- 
prime un des traits les plus caracteristiques de la philosophic riemannienne 
des mathematiques : 

l'ouverture, 

l'ouverture dite, l'ouverture ecrite, Touverture assumee, l'ouverture main- 
tenue, fussent-elles ombre, obscurite ou meme mystere, comme Hoiiel a si 
bien choisi de le traduire. 

Depuis Euclide jusqu'a Legendre, pour ne citer que le plus illustre 
des reformateurs modernes de la Geometrie, personne, parmi les ma- 
thematiciens ni parmi les philosophes, n'est parvenu a eclaircir ce mys- 
tere [Dunkelheit]. [132] , p. 280. 

Ricmann est le premier, dans I'histoire des mathematiques, a insister ex- 
plicitement dans ses ecrits, sans en passer par la formulation de problemes 
ouverts precis, sur la presence constante de I'inachevement. C'est en cela 
qu'il est immortel. 

1.5. Fondements de la geometrie. Riemann connaissait-il les travaux de 
geometrie non-euclidienne dus a ses contemporains ? Hormis les Elements 
de geometrie [|94ll de Legendre, La bibliotheque de I'universite de Got- 
tingen possedait une copie d'un travail de Bolyai {cf. |[I9|| ), et quelques 
publications de N.L Lobatchevskii, notamment I'essai sur la « geometrie 
imaginaire » paru au Journal fUr die reine und angewandte Mathematil^ 
et son livre-fascicule Recherches geometriques sur la theorie des paral- 
lels {cf. II104II ) public a Berlin en 1840. Riemann pourrait avoir consulte 
ces sources, et d'apres Neuenschwander {cf. aussi I1140|i 11421 '). il a effecti- 
vement emprunte le volume 17 du Journal de Crelle le 15 fevrier 1854. 

Toutefois, r etude du Nachlass conduite par Scholz dans I1140II montre 
que Riemann n'etait pas reellement interesse, comme avait pu I'etre Gauss, 
par les fondements de la geometrie elementaire. Fait surprenant, les ar- 
chives explorees ne portent aucune indication du fait que Riemann ait pu 
se constituer une connaissance circonstanciee des travaux de Bolyai et de 
Lobatchevskii. En tout cas, dans son discours d'habilitation, il mentionne 



18. 



— volume 17 (1837), 295-320 — 
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seulement Legendre, qu'il considere comme « le plus illustre des refor- 
mateurs modernes de la geometric ». Fait tout aussi etonnant, Riemann ne 
cite pas une seule fois Taxiome des paralleles, meme lorsqu'il traite des 
varietes de courbure constante au sein desquelles I'existence et le compor- 
tement des paralleles peuvent etre caracterises de maniere extremement 
limpide en fonction du signe de la courbure (constante). En verite, 1' ana- 
lyse par Scholz [|140.,142J du feuillet no. 40 du dossier no. 16 du Nachlass 
montre le peu d'interet que Riemann aurait pu trouver a s' engager, dans 
des recherches de type logique ou fondationnel, en partant des postulats 
d'Euclide. 

Meme s'il est interessant de saisir un tel mode de traitement de 
la geometrie, une telle entreprise serait extremement infructueuse, car 
de la sorte, on ne trouverait pas de nouveaux theoremes, et ce qui 
apparait simple et clair dans la presentation de I'espace deviendrait de 
cette maniere-la complique et difficile. [142j , pp. 28-29. 

Ainsi Riemann semble-t-il ecarter la voix d'axiomatisation a posteriori des 
geometries comme systemes logiques clos et coherents, telle qu'elle devait 
naitre dans les annees 1880 avec les travaux de Pascho, Stolz, Schur, et ul- 
terieurement de Veronese, Killing, Enriques, Fieri, Padoa, Russell, Hilbert, 
Poincare. Mais sur la base d'une analyse de la methodologie philosophique 
de Herbart qui a influence Riemann, on peut neanmoins soutenir (cf. ce 
qui va suivre) que Riemann anticipe V organisation structurale et hierar- 
chique des concepts mathematiques modernes, et ce, bien avant que naisse 
la methode axiomatique hilbertienne proprement dite qui devait conferer 
un sens metamathematique precis aux concepts de coherence, de comple- 
tude, d'independance, de suffisance, de necessite, de specialisation et de 
categoricite. 

1.6. Le renversement riemannien. Riemann etait principalement inte- 
resse par des questions d'un type nouveau, et qui font mystere en elles- 
memes et par elles-memes ; en acceptant d'explorer ces questions, il est 
possible de faire jouer aux racines de la connaissance mathematique le role 
de branches nouvelles en devenir. Renverser les questions d' essence et de 
conceptualisation, c'est un acte metaphysique par excellence. Sur le plan 



19. Freudenthal (||5T|, p. 617) souligne que Pasch dans ses [Vorlesungen iiberneuere 
Geometrie] (1882) anticipe tres largement le point de vue formaliste pur dont Hilbert 
s'etait fait I'ardent defenseur dans ses Gnindlagen der Geometrie (1899) : « A chaque 
fois », ecrit en effet Pasch, « que la geometrie doit etre reellement deductive, le procede 
d'inference doit etre independant aussi bien de la signification des notions geometriques 
que des figures. Les seules choses qui comptent sont les relations entre les notions geome- 
triques, telles qu'elles sont etablies dans les theoremes et utilisees dans les definitions ». 
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de la theorie de la connaissance, Riemann rejoint done I'exigence critique 
de la philosophic qui a marque son temps. 

En effet, Kant caracterisait de maniere imagee sa « solution trans- 
cendantale » au probleme general de la raison pure comme un renverse- 
ment copernicien^ : le fait qu'il existe, en physique et en mathematiques, 
des connaissances synthetiques a priori — fait incontestable dont la phi- 
losophic (qui s'en etonne spontanement) se doit de rendre compte — peut 
trouver toute son intelligibilite, d'apres Kant, si Ton fait I'hypothese (re- 
volutionnaire en philosophic) que les objets se reglent sur notre connais- 
sance, et que ces objets sur lesquels se regie notre connaissance sont a 
distinguer rigoureusement des choses telles qu'elles sont en elles-memes 
et auxquelles notre entendement limite ne peut pas pretendre avoir acces. 
Ainsi, autant une connaissance synthetique et a priori des choses en elles- 
memes exposerait a d'invraisemblables obscurites et a une anarchic sans 
fin de contradictionsEl autant une connaissance synthetique a priori des 
objets d' experience, en tant que ces objets trouvent leur source dans notre 
sensibilite, dans notre intuition, et dans notre entendement, permet d'eta- 
blir un vrai rapport de structuration et de fonder ainsi sans conteste la part 
d'aprioricite de la connaissance. 

Pour Kant, I'intuition ne se regie done pas sur la nature de I'objet, 
mais c'est I'objet, en tant qu'objet des sens, qui se regie sur la nature de 
notre pouvoir d'intuition, ou plus exactement, qui se devoile dans et par ce 
que nous en explorons, dans et par ce que nous en disons, et ainsi, avec le 
pouvoir de preformation qui nous appartient en propre, il doit en aller de 
meme et de maniere absolument generale quant aux concepts par lesquels 
I'entendement elabore les determinations de la connaissanceo {cf. |[8ll . 



20. L'astronome polonais Nicolas Copernic (1473-1543) proposa de substituer au 
geocentrisme Fheliocentrisme {voir 11581 pour une etude philosophique). « II en est pre- 
cisement ici », ecrit Kant ( lISll . p. 19) dans sa seconde Preface a la Critique de la Raison 
pure afin de caracteriser son hypothese fondamentale par une analogic imagee, « comme 
de la premiere idee de Copernic ; voyant qu'il ne pouvait pas reussir a expliquer les mou- 
vements du ciel en admettant que toute I'armee des etoiles evoluait autour du spectateur, 
il chercha s'il n'auraitpas plus de succes en faisant tourner I'observateurlui-meme autour 
des astres immobiles. Or en Metaphysique, on peut faire un pareil essai, pour ce qui est 
de I'intuition des objets. Si I'intuition devait se regler sur la nature des objets, je ne vois 
pas comment on en pourrait connaitre quelque chose a priori ; si I'objet, au contraire (en 
tant qu'objet [Object] des sens), se regie sur la nature de notre pouvoir d'intuition, je puis 
me representer a merveille cette possibilite. » 

21. «Le terrain {Kampfplatz} oil se livrent ces combats sans fin se nomme la Meta- 
physique» f lSll . p. 5). 

22. Posterite remarquable de cette these kantienne au sujet de notre pratique de I'al- 
gebre : bien que les idealites algebriques (groupe de Galois ; structure d'une algebre de 
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p 19). « Nous ne connaissons a priori des choses que ce que nous y mettons 
nous-memes » : c'est I'hypothese fondamentale (risquee) du systeme que 
Kant a erige afin de delimiter avec exactitude la portee des raisonnements 
metaphysiques qui depassent les limites de toute experience. 

Ainsi d'apres Kant, I'entendement ne doit pas seulement etre defini 
comme le pouvoir d'elaborer des regies empiriques, en raisonnant par in- 
duction, en comparant, et en extrapolant, mais surtout, a un niveau ve- 
ritablement transcendantal, comme le pouvoir structurel de prescrire en 
quelque sorte ses propres regies a la nature, au sens ou les objets d'ex- 
perience sont necessairement conformes aux conditions a priori dans les- 
quelles ils peuvent etre pergus et penses — autrement dit : les formes de 
la sensibilite et les contraintes logiques du raisonnement preforment en 
quelque sorte toutes les connaissances qui sont synthetiques a priori. 

En quoi consiste alors, chez Riemann, le renversement philosophique 
par rapport a la tradition mathematique qui le precede ? Certainement pas 
dans I'elaboration d'une theorie generale de la connaissance qui serait des- 
tinee a expliquer les antinomies de la raison, les apparences transcendan- 
tales, et les paralogismes des preuves metaphysiques. Les mathematiques 
ont rarement besoin qu'on leur apprenne a corriger leurs raisonnements. 
Toutefois, dans la trajectoire philosophique de Riemann, on trouve une 
analogic de fond avec la solution kantienne au probleme de la metaphy- 
siques 

Chez Riemann en effet, du point de vue de la theorie de la connais- 
sance en general, le renversement consiste principalement dans la desi- 
gnation — implicite, non theorisee et d'ordre meta- mathematique — de 
caracteres universels du questionnement mathematique ; presque a priori, 
ces caracteres s'integrent aux structures fondamentales de la pensee ma- 
thematique, mais ils ne la preforment pas, ils ne la predefinissent pas, et ils 



Lie ; diagramme de Dynkin ; groupe fini produit par generateurs et relations ; syzygies 
entre invariants algebriques) possedent un reseau non spatialise et non temporalise de re- 
lations complexes, notre comprehension de ces relations et les demonstrations que nous 
elaborons pour les parcourir sont inevitablement lineaires et successives. L'entendement 
preformant (et deformant) n'approche le multiple algebrique que par actions discretes. 

23. On ne meditera jamais assez les toutes premieres lignes de la Critique de la rai- 
son pure ( llsn , p. 5) : «La raison humaine a cette destinee singuliere, dans un genre de 
ses connaissances, d'etre accablee de questions qu'elle ne saurait eviter, car elles lui sont 
imposees par sa nature meme, mais auxquelles elle ne peut repondre, parce qu' elles de- 
passent totalement le pouvoir de la raison humaine ». Ici, dans le parallelisme dialectique 
entre Kant et Riemann, se dessine alors la question extremement delicate de la demar- 
cation entre les mathematiques et la metaphysique, en tant que I'une et I'autre ont le 
meme rapport a un champ de questions spontanees (et « accablantes »), sans pour autant 
emprunter la meme voie quant aux reponses qu' elles sont susceptibles d'elaborer. 
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ne la gouvernent pas. C'est que Riemann, dont Thumilite est legendaire, 
fait spontanement preuve d'une extreme prudence quant a I'enonciation de 
toute these metaphysique directrice. Ainsi est-il naturellement preserve de 
tout engagement dogmatique ou de toute tentation de fermer un ordre de 
questions. Jamais en effet il n'affirmerait avoir resolu de maniere entie- 
rement satisfaisante un probleme mathematique donne. Son oeuvre n'est 
pas seulement riche d'invention conceptuelle, mais elle est aussi — et 
c'est en cela que reside sa force philosophique majeure — confondante 
(X inachevement volontaire. Kant soutenait, lui, que grace a I'elaboration 
de cette « science particuliere » qu'il appelait la critique de la raison pure, 
il avait pu resoudre les questions en les dissolvant lorsqu'elles s'averaient 
etre non resolubles0. Affirmer avoir resolu une question difficile, meme 
au moyen d'un grand syteme de pensee, c'est un risque que Riemann ne 
prend pas. 

Consequence limpide : la seule certitude qu'une « metaphysique 
riemannienne » proprement universelle pourrait affirmer, c'est qu'il faut 
maintenir ouvertes les questions inaugurales tout au long de leur destin. 
Pour un mathematicien comme Riemann, il faut done elaborer un suivi spe- 
culatif constant des problemes a travers leur histoire, et done par la meme 
occasion, il faut mediter la continuite des incertitudes qui s'expriment, se 
developpent, et se complexifient. Comme pourrait le soutenir Heidegger, il 
s'agit de ne jamais oublierla question initiale dans toutes les questions qui 
lui sont subordonnees. Une telle these est un universel philosophique qui 
s'exprime aussi dans les mathematiques. 

II s'agit ainsi, pour la saine philosophic riemannienne qui s'exerce 
toujours dans les mathematiques contemporaines, d'examiner reguliere- 
ment dans quelle mesure les travaux qui paraissent d'annee en annee ap- 
portent, ou n'apportent pas une reponse partielle, une reponse satisfaisante, 
une reponse complete, voire meme une reponse definitiveEl. Le traitement 

24. « Apres avoir decouvert le point du malentendu de la raison avec elle-meme, je 
les [ces questions] ai resolues a son entiere satisfaction. [. . .] Et je n'ose dire qu'il ne doit 
pas y avoir un seul probleme metaphysique qui ne soit ici resolu. » ( ISlll ). 

25. En arriere-plan de ces considerations se profile done un probleme particuliere- 
ment delicat pour la philosophic des mathematiques, a savoir : quand, pourquoi, com- 
ment et a quelles conditions peut-on declarer qu'une question mathematique a ete com- 
pletement resolue par un theoreme, ou par une theorie ? Etant donne le renouveau des 
problemes d'effectivite en algebre que suscite la maturite grandissante des calculateurs 
electroniques, la theorie de Galois fournit un exemple interessant d'« illusion d'aboutis- 
sement par 1' abstraction non calculatoire », puisque dans la pratique, la determination du 
groupe de Galois sur Q d'un polynome a coefficients entiers n'est en rien resolue par 
la correspondance biunivoque (et presque tautologique) entre tous les sous-groupes du 
groupe de Galois d'une extension finie normale, et tous les sous-corps de cette extension 



12 



1 .7. Decider I'ouverture problematique du conceptuel 



du probleme de Riemann par Helmholtz et par Lie avec la theorie des 
groupes continus de transformations {cf. ce qui va suivre), puis par Kol- 
mogorov, Busemann et par Freudenthal avec les concepts de la topologie 
generale, montre qu'une question initiale peut se metamorphoser, se rami- 
fier et se diversifier en s'approfondissant. Dans une telle optique, si dog- 
matisme doctrinaire il peut y avoir, c'est un dogmatisme de I'attente et 
de I'imprevisibilite. La position philosophique de Riemann, non exprimee 
par lui comme systeme et intrinsequement en adequation avec le carac- 
tere fondamentalement imprevisible et ouvert de V irreversible-synthetique 
(cf. II107I ) en mathematiques, ne peut etre entachee par une decision on- 
tologique unilaterale, que ce soit un realisme, un idealisme, un transcen- 
dentalisme, un empirisme, un relativisme, ou un scepticisme. Presque par 
petition de principe, certains problemes acquierent done une ouverture dia- 
lectique indefinie qui les rend inepuisables. A tout le moins, tres peu de 
questions mathematiques peuvent etre considerees comme completement 
resolues : la est toute la teneur du renversement riemannien. 

Voila done pour le niveau absolument general de la philosophic rie- 
mannienne des mathematiques. 

1.7. Decider I'ouverture problematique du conceptuel. Quant aux 
concepts fondamentaux de la geometric, Riemann va operer dans son ha- 
bilitation une deuxieme revolution de pensee par specification de nouvelles 
arborescences mathematiques potentielles. 

Aux structures predefinies de I'intuition et de Tentendement qui 
exigeaient chez Kant I'elaboration d'une esthetique transcendantale et 
d'une theorie de 1' experience synthetique, se substitue en effet chez Rie- 
mann I'affirmation methodologique (implicite) qu'il existe des caracteres a 
priori, constants et reproductibles de I'interrogation mathematique, et que 
ces caracteres recouvrent trois grands domaines inepuisables d'investiga- 
tion en agissant comme principes de genese pour les mathematiques tout 
entieres : 

• la question de I'etre et de la nature des objets mathematiques ; 



qui contiennent Q ( 1431 ; voir le memoire de synthese II166I et sa bibliographie pour les 
resultats les plus recents de la theorie de Galois algorithmique). Le quantificateur univer- 
sel "tout" cache ici des ordres de question nombreux, notamment le probleme de classifier 
a priori tous les groupes finis qui peuvent se realiser comme groupes de Galois, qui est 
essentiellement le probleme principal siir lequel debouche la correspondance de Galois. 
Signalons seulement que Jordan traitera de la classification des sous-groupes du groupe 
des permutations den ^ 1 lettres, et que Lie prendra aussi a bras-le-corps le probleme de 
classifier les groupes continus (finis ou infinis) de transformations. 
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• la question des liens de dependance que ces etres mathematiques pure- 
ment problematiques entretiennent entre eux ; 

• la question, d'inspiration proprement kantienne, pour les intuitions ma- 
thematiques comme pour les conceptions mathematiques, de leurs condi- 
tions de possibilite. 

Absolument universelles, ces questions generales concement toutes les 
mathematiques. Ainsi done, il ne s'agit pas pour Riemann, au debut de son 
discours d'habilitation, de mieux definir et de mieux fonder les notions eu- 
clidiennes primitives de point, de droite, ou de plan, mais il s'agit plutot de 
s'interroger sur ce qu'est et sur ce que peut etre I'espace, et done par voie 
de consequence, sur les conditions mimes de possibilite, de diversite et de 
connexion pour les conceptualisations eventuelles de la notion problema- 
tique d'« espace ». Ceci, par excellence, c'est de la philosophic, et une telle 
philosophic est appelee a se realiser dans et par les mathematiques. 

La raison [de ce mystere] est que le concept general des gran- 
deurs de dimensions multiples, comprenant comme cas particulier les 
grandeurs etendues, n'a jamais ete I'objet d'aucune etude. En conse- 
quence, je me suis propose d'abord le probleme de construire, en par- 
tant du concept general de grandeur [aus allgemeinen Grdssenbegriffen], le 
concept d'une grandeur de dimensions multiples [Begriff einer mehrfach 
ausgedehnten Grosse]. [132], pp. 280-281 . 

1.8. Necessite, suffisance, bifurcation. Renversement riemannien, done, 
de la theorie des sciences mathematiques : les concepts ne sont pas donnes 
dans rexperience du monde sensible, ils ne sont pas produits par une intui- 
tion sui generis, et ils ne sont pas d'emblee presentes dans une evidence de- 
finitionnelle0. Au contraire, les concepts portent de maniere permanente 
les marques de leur propre problematicite ; ils sont done a construire, et ils 
sont aussi a cause de cela ouverts. 

Dans le § I oil il introduit la notion, maintenant si fondamentale en 
geometric differentielle, de multiplicity [Mannigfaltigkeit]^ Riemann 
procede comme il I'a deja fait dans sa Dissertation inaugurale et dans son 

26. Lire et mediter Riemann permet de se departir d'une certaine « naivete realiste » 
quant a !'« evidence » de Facte de pensee que represente le fait de poser, ou de rappeler 
la definition d'un objet mathematique, par exemple, dans un article de recherche ou lors 
d'une conference. 

27. Vuillemin 11671 et Chorlay ll30ll suggerent de ne pas traduire le terme 
« Mannigfaltigkeit» introduit par Riemann par « variete », mais par « multiplicite ». 

28. Pour une analyse historique du concept de « variete », qui debouchera ulterieu- 
rement avec les travaux de Weyl, Cartan, Veblen et Whitehead sur la definition contem- 
poraine en termes de cartes et d' atlas maximal, nous renvoyons aux etudes ||139l|140ll45l 
[18l[16l[17l|92l|30l. 
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memoire sur les series trigonometriques : a chaque etape d'une conceptua- 
lisation problematique, il recherche a la fois les conditions qui sont neces- 
saires, et les conditions qui sont sujfisantes a la genese du concept ou des 
concepts vises. Les premieres lignes du § 1 en temoignent : 

Les concepts de grandeur [Gmssenbegriffe] ne sont possibles que 
la ou il existe un concept general qui permette differents modes de de- 
termination [verschiedeneBestimmungsweisen]. 11321 , p. 282. 

Condition necessaire, done : «n'etre possible que si . . . ». Avant de pen- 
ser aux concepts de grandeur en question, il faut disposer d'un concept 
prealable par lequel ces grandeurs pourraient etre determinees, et il faut 
se donner les moyens de comparer ces determinations entre elles. Dans la 
donation, qui est necessaire, I'Un est precede par le Multiple, qui est lui 
aussi necessaire. 

Seconde constatation, frappante de lucidite philosophique : comme 
s'il respectait rigoureusement les antinomies entre le discret et le continu 
qui ont preoccupe la philosophic grecque {cf. notamment la discusion par 
Aristote des paradoxes de Zenon dans la Physique III), Riemann enracine 
d'emblee sa reflexion dans la bifurcation philosophique incontournable 
entre le discret et le continu. 

Suivant qu'il est, ou non, possible de passer de I'un de ces modes 
de determination a un autre, d'une maniere continue, lis torment une 
multiplicite [MaMigfaJtigi:eit]E3continue ou une multiplicite discrete ; cha- 
cun en particulier de ces modes de determination s'appelle, dans le 
premier cas, un point, dans le second un element de cette multiplicite. 
fT32l . p. 282. 

Mais avant de poursuivre cette analyse philosophique ciblee du discours 
de Riemann {voir p. |26]ci-dessous), un detour par une theorie generale de 
la connaissance qui I'a marque s'impose. 

1.9. L'influence epistemologique de HerbartB sur Riemann. En 1809, 
apres des etudes en droit, philosophic, litterature et mathematiques a lena, 
un doctorat puis une habilitation a Gottingen dans lesquels il elabore les 

29. Vaiietas, cf. le memoire de Gauss : Theoria residuorum biquadmtorum, et An- 
zeige zu derselben, Werke, Bd. II, pp. 110, 116 u. 118. Dans ses le9ons de 1850-51 sur 
la methode des moindres carres. Gauss emettait des remarques occasionnelles sur I'ex- 
tension de sa theorie des surfaces a la dimension n quelconque. Les notes calligraphiees 
de ce cours furent prises par A. Ritter qui soutint sa these en 1853 sous la direction de 
Gauss. D'apres Stackel ( 01541 . p. 55), A. Ritter etait ami proche de Riemann dans les 
annees 1850 a 1853, et c'est probablement par son intermediaire que Riemann est entre 
en contact avec les idees de Gauss sur la geometrie ( 1891 . p. 1 14). 

30. Le lecteur est renvoye a 1' etude II141I de Scholz pour de plus amples informa- 
tions. 
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fondations de son systeme, le philosophe allemand Herbart (1776-1841) 
succede a Kant sur la chaire de philosophic de I'Universite de Konigsberg. 
II cree un seminaire sur la pedagogie qu'il associe a une ecole pratique 
experimentale, et il participe aux reformes de I'education en Prusse. En 
1834, il obtient la chaire de philosophic a I'Universite de Gottingen oii il 
enseigne la philosophic et la pedagogic jusqu'a sa mort en 1841. Ses vues 
sont alors largemcnt diffusees en AUemagne, et c'est par la lecture que 
Ricmann entre en contact avec sa metaphysique. 

Le dossier no. 18 du Nachlass de Ricmann, conserve a la bibliothequc 
de I'Universite de Gottingen, comporte 203 feuillets manuscrits regroupes 
sous le titre de « Fragments naturphilosophischen Inhalts». Ceux de ces 
fragments dont se degage une certaine coherence de pensee ont ete edi- 
tes par Dedekind et Weber a la fin des oeuvres completes [I131II ^ D'apres 



Scholz II141II qui a soUicite I'aide de V Handschriftenabteilung der Got- 
dnger Universitatsbibliothek, 12 feuillets contiennent des notes de lecture 
consacrees a Herbart, que Ricmann enrichit parfois de ses propres formu- 
lations. Les extraits sont tous tires des travaux de Herbart sur la metaphy- 
sique et sur la psychologic. 

L'auteur [Riemann lui-meme] se considere comme herbartien en 
psychologie et en epistemologie (methodologie et eidolologieQ) ; toute- 
fois dans la plupart des cas, il ne peut s'accorder avec la philosophie 
naturelle de Herbart, et avec les disciplines metaphysiques (ontologie 
et synechologie ) qui s'y referent. |132| , p. 508. 

Bien que la notion de presentations serielles [Vorstellungsreihen]^ due 
a Herbart ait certainement pu inspirer Riemann dans son elaboration du 
concept de « multiplicite», la synechologie^ ne I'a en fait pas reellement 



31. Voir Ill29l pour une traduction partielle en fran9ais. 

32. D'apres Herbart, la metaphysique englobe quatre disciplines : la methodologie, 
I'eidolologie [Eidolologie], I'ontologie et la synechologie [Synechologie]. 

33. Herbart considerait que les concepts geometriques tels qu'ils sont formes et deve- 
loppes par les sciences trouvent leur origine dans les representations spatiales qui donnent 
acces a 1' experience du monde sensible, et qui sont intrinsequement serielles. En effet, 
toutes les formes de perception humaine de I'espace s'effectuent en series, c'est-a-dire de 
maniere successive et temporalisee, dans une continuite de discontinuites copresentes, et 
elle s'exerce de maniere locale, car elle se restreint a des voisinages immediats de Taction 
individuelle. Aussi les series de presentation [Vorstellungsreihen] s'ordonnent-elles et se 
connectent-elles I'une a I'autre pour engendrer des representations spatiales. Une « forme 
serielle continue » se presente lorsqu'une classe specifique de representations est soumise 
a une fusion graduelle et unifiee. 

34. A partir de la theorie psychologique des formes serielles de representations {cf. la 
note precedente), I'engendrement de formes serielles continues [continuirliche Reihenfor- 
men] de concepts constitue, selon une procedure theorique tres elaboree, I'objectif de la 
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convaincu, comme I'a clairement demontre Scholz [|141[| . II ressort de cette 
etude que Herbart a beaucoup plus influence Riemann quant a sa metho- 
dologie de recherche et a sa comprehension des aspects problematiques de 
la conceptualisation mathematique, que pour ce qui concerne I'elaboration 
d'une pensee specifique de I'espace. 

En premier lieu, Riemann etait vraisemblablement en accord avec la 
refutation par Herbart de la theorie kantienne0, de I'espace et du temps : 
I'idee de I'espace et du temps comme « recipients vides » dans lesquels nos 
sens seraient censes deverser leurs perceptions etait critiquee par Herbart 
comme une hypothese « completement superficielle, vide de sens, et inap- 
propriee» [voUig gehaltlose, nichtssagende, unpassende] ( [11411 . p. 422). 
Aussi Riemann (a la suite de Herbart) considerait-il peut-etre que la ques- 
tion serait « resolue » au sein d'une plus ample reflexion, grace a des consi- 
derations nouvelles qui montreraient I'ouverture d'une « beance problema- 
tique» beaucoup plus considerable que ne I'avait soup9onne Kant. 

1.10. Le realisme dialectique modere de Herbart. Herbart distingue au- 
tant que possible «le donne» — c'est-a-dire les phenomenes, les sensa- 
tions et les perceptions — du «reel» [das Reale] qui constitue I'objectif 
principal de la connaissance philosophique et scientifique. Le savoir doit 
etre structure en fonction des connexions conceptuelles possibles entre 
les phenomenes. Tandis que 1' experience nous montre des proprietes et 
des faisceaux [Complexionen] de proprietes, le mouvement de la pensee, 
gouveme par les principes de la methodologie conceptuelle {cf. ce qui va 
suivre), s'effectue par un arc d'embrassement, d'integration et de structura- 
tion de la realite. Par contraste avec Platon, Spinoza, ou encore Schelling, 
Herbart considerait done qu'il existe des relations d'homologie precises 
entre les phenomenes et le reel, et que le savoir doit proceder de I'expe- 
rience donnee vers une explication pensee des phenomenes, via des clari- 
fications conceptuelles adequates. 



discipline metaphysique que Herbart appelle la synechologie, et qui designe essentielle- 
ment sa theorie philosophique des fondements du concept d'espace. 

35. D'apres V Esthetique tmnscendantale de Kant f llSll . pp. 70-72), I'existence des 
jugements synthetiques a priori — notamment en geometrie, mais aussi en arithmetique 
et en analyse — interdit que Ton voie dans I'espace et le temps des conditions de possi- 
bilite des choses memes. Quand il s'agit par exemple de tirer du concept de trois lignes 
droites la figure d'un triangle, se donner des objets dans F intuition est une condition ne- 
cessaire et sine qua non. Autrement dit, pour que les demonstrations synthetiques a priori 
de la geometrie soient possibles, il faut disposer d'un pouvoir d' intuition a priori. Kant en 
deduit qu'il est « indubitablement certain » « que I'espace et le temps, en tant que condi- 
tions necessaires de toute experience (exterieure ou interieure), ne sont que des conditions 
simplement subjectives de notre intuition ». 
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Riemann a ete marque par la proposition de Herbart de developper 
les mathematiques « philosophiquement » comme une science pure des 
concepts ; une telle proposition s'accordait en fait avec la tendance philo- 
sophique de ses contemporains a elaborer des theories systematiques de la 
connaissance. Forme dans la tradition de Kant et de Fichte, Herbart admet- 
tait que I'objectif de la philosophic et de la science est de faire avancer la 
connaissance en raffinant et en approfondissant le champ de 1' experience. 

Pour cette raison, Herbart attribuait un role essentiellement auxiliaire 
a la philosophic par rapport aux sciences, sans pour autant assigner de de- 
marcation nette entre ces deux domaines d' investigation. L'un de ses buts 
principaux etait d'etablir une methodologie dialectique moderee qui in- 
corpore la contradiction comme moyen transitoire pour 1' elucidation de 
connexions entre concepts. Toutefois, S'ecartant de Hegel, Herbart n'eri- 
geait pas la contradiction (et son relevement, V Aufhehung hegelienne) au 
rang de mouvement universel de la pensee dans sa totalite propre. 

En resume, deux aspects de la philosophic de Herbart montrent une 
affinite avec les sciences physiques et mathematiques plus marquee que 
chez les idealistes allemands de son temps (Hegel, Fichte, Schelling) : 

• r assignation d'un role essentiellement auxiliaire a la philosophic par 
rapport a 1' exploration scientifique du reel ; 

• I'elaboration d'un realisme dialectique modere, en opposition avec 
I'idealisme strictement dialectique. 

En quoi Riemann alors a-t-il ete influence par Herbart^? Les concep- 
tions philosophiques de Herbart sur les sciences ont ete lues et assimilees 
par Riemann a un niveau tres general, mais en ce qui conceme la theorie 
de la connaissance, des divergences de vue existent, comme le montre une 
analyse fine des Fragmente philosophischen Inhalts ( II141II ). Par exemple, 
en considerant le developpement historique de la connaissance mathema- 
tique (toujours structuree en systemes coherents exempts de contradiction), 
Riemann ne pouvait pas s'accorder completement avec Herbart, pour qui le 
changement historique des concepts — et notamment dans I'ontologie qui 



36. Dedekind ([|13H, p. 545) decrivait comme suit la periode ou Riemann commen- 
9ait ses travaux de recherche a Gottingen en 1849 : « Les premiers germes de ses idees en 
philosophic des sciences ont du se developper a cette epoque, simultanement a ses occu- 
pations dans les etudes philosophiques, largement orientees vers Herbart » [In dieserZeit 
miissen bei gleichzeitiger BescMftigung mit philosophischen Studien, welche sich nat- 
mentlich auf Herbart richteten, die ersten Keime seiner naturphilosophischen Ideen sich 
entwicklelt haben]. 
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fondait son realisme modere — s'articule tout au long d'une chaine d'er- 
reurs successivement corrigeesE^. En contrepoint et parce qu'il etait ma- 
thematicien, Riemann declarait que les relations d'un savoir nouvellement 
cree au sujet d'un domaine de la realite par rapport a un savoir ancien dans 
le meme domaine ne consistait pas necessairement en un lien de correction 
et de falsification, mais en un travail de modification et de raffinement des 
structures conceptuellesEl. 

Ainsi d'une maniere generale, c'est principalement sur le plan de la 
methodologie de la genese des concepts que Riemann a ete marque par les 
reflexions de Herbart. Un fragment philosophique permet de se faire une 
premiere idee des principes que Riemann a retenus. 

Si quelque cinose a lieu qui n'etait pas attendu selon nos sup- 
positions prealables, c'est-a-dire qui est impossible ou improbable se- 
lon ces dernieres, alors il taut effectuer un travail pour completer [les 
concepts] ou, si necessaire, retravailler les axiomes afin que ce qui est 
pergu cesse d'etre impossible ou improbable. Le complement ou I'ame- 
lioration du systeme conceptuel forme r« explication » de la perception 
inattendue. [1291 , pp. 20-21 . 

Quant a la maniere de conduire et d'organiser la recherche philosophique 
ou scientifique, deux methodologies importantes ont ete introduites par 
Herbart : 

1) la methode des relations [Die Methode der Beziehungen], et : 

2) la methode de la speculation. 

Riemann en extrait une troisieme methode, qu'il developpera de maniere 
systematique : 

3) la methode des plus petits changements conceptuels. 

1.11. La methode des relations. Aussi bien dans I'experience donnee que 
dans I'analyse des concepts deja acquis, la contradiction constitue d'apres 
Herbart la force motrice principale pour adapter, modifier, transformer, de- 
finir et creer de nouveaux concepts. Par un travail intellectuel adequat, 
toute contradiction observee — tant dans un systeme conceptuel donne 



37. Si ma theorie [de la substance, de Tontologie] n'est pas correcte, dit Herbart, 
alors elle confirme mon affirmation presente, que les concepts sont un travail encore in- 
acheve. 

38. « Die Begriffssysteme, welche ihnen [Naturerkentnissen] jetzt zu Grunde liegen, 
sind durch allmahlige Umwandlung alterer Begriffssysteme entstanden, und die Grunde, 
welche zu neuen Erklarungensweisen trieben, lassen sich stets auf Widerspriiche oder Un- 
wahrscheinlichkeiten, die sich in den alteren Erklarungsweisen herausstellten, zuriickfiih- 
ren. » ((HH, p. 489). 
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qu'entre la theorie et I'experience — doit etre resolue afin de faire pro- 
gresser la connaissance : c'est la methode des relations (dialectiques), ins- 
piree lointainement de la pensee hegelienne. Tout progres s'effectue alors 
par une transition a partir d'une raison [Grund], d'une cause, d'un motif, 
d'un fond, vers une certaine conclusion qui se situe dans une relation d'op- 
position et d'eclaircissement avec la raison « contredisante »E^. De fait, la 
resorption des contradictions debouche sur des connaissances nouvelles, 
car la raison [Grund], en tant que contradiction effective et actualisante, 
ouvre sur des systemes constitues de savoir potentiel auxquels elle n'ap- 
partient ni de maniere prealable, ni de maniere explicite. Suivant I'apho- 
risme (d' inspiration hegelienne) de Herbart : « la raison est contradiction », 
car pour la pensee, la causalite reelle de 1' essence des concepts se revele 
dans, et seulement par le parcours des obstacles fondamentaux|3- 

A un niveau epistemologique superieur, Herbart envisageait des situa- 
tions contextuelles complexes qui donnent naissance a des contradictions 
ouvertes, et done a une methodologie ouverte pour 1' exploration de rela- 
tions ouvertes. Pour que la connaissance progresse, la procedure metho- 
dologique generale consiste alors a resoudre les contradictions en elargis- 
sant le systeme conceptuel initial, de maniere a mieux prendre en compte 
la situation contextuelle consideree. La notion meme de relation, dans la 
« methode des relations », manifeste done la problematicite reelle du rap- 
port aux contradictions que les systemes rencontrent. La relation, en tant 
que multiple expose a I'inattendu, demande, pour faire face a cet eclate- 
ment, la mise au point de methodes d'investigation. Eu egard a son interet 
pour I'education des esprits, I'une des questions principales de Herbart 
etait en effet : 

Comment proceder dans la recherche, en philosophie ou en science ? 
Question aujourd'hui occultee, tue, bien qu'essentielle et incontoumable. 

1.12. La methode de la speculation et les graphes de concepts. En 

approfondissant la methode des relations, Herbart a degage I'idee gene- 
rale elaboration de V unite dans la diversite et il a propose a cet effet 
que dans chaque domaine d'investigation scientifique soit mis au point un 



39. « Offenbar fordern wir von dem Grunde, dafi, indem er die Folge erzeugt, er 
selbst sich dndert. Seine Materie soil sich verwandeln in die neue Materie der Folge. Hier 
kann nicht Wahrheit an Wahrheit gekniipft werden, sondern, damit die Folge Wahrheit 
enthalte, muB der Grund das Gegentheil davon sein. ( 11411 . p. 438.) 

40. Darum sagen wir : der Grund ist ein Widerspruch. Die Scharfe dieser Behaup- 
tung abstumpfen, heifit, dem Grunde seine Kraft benehmen. » ( 11411 . p. 438.) 
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concept central [Hauptbegriff]^ autour duquel s'organisent et se refletent 
les concepts derives, subordonnes, specifies, ou categorises0- 

Concepts specifies ^ ' ' ^ " ^ ^ Concepts derives 



I 



I 



Z (^^Concept central 
Concepts categorises ^ ^ , ^ - Concepts subordonnes 



\ ^ ^ ; 



La tache de la philosophic est alors d' analyser les relations entre ces 
concepts varies et d' examiner leurs caracteristiques intrinseques. De Her- 
bart, Riemann a vraisemblablement adopte I'idee que les liens potentiels 
entre une multiplicite virtuelle de concepts satellitaires/o«? et doivent faire 
question, d'oii les points d'interrogation dans notre diagramme ci-dessus, 
que nous appellerons graphe problematique de conceptsij. 

Hierarchies, derivations, liens logiques, tout interroge dans un tel 
graphe, tout est a explorer et done, tout est a construire. Pour Herbart, 
ces objectifs d' elucidation sont la matiere meme de la philosophic comme 
savoir particulier [Philosophie als eigene Wissenschaft]. Certes, Herbart 
considerait que la difference essentielle entre la philosophie et les sciences 
consiste en ce que seules ces demieres ont directement affaire au « donne », 
mais d'apres lui neanmoins, les mathematiques ont une place privilegiee 



aux cotes de la philosophie, en tant c 



creation d'une science de la quantite^ [Grdssenlehre]. 



ue toutes deux sont concernees par la 



41. Bien entendu, dans le discours d'fiabilitation de Riemann, le concept central 
concerne n'est autre que celui de multiplicite [Mannigfaltigkeit]. 

42. Alors que les sciences developpent seulement des concepts centraux relies a leur 
domaine specifique, la philosophie, lorsqu'eUe est entendue comme etude des sciences, 
se doit de former des concepts unificateurs qui transcendent les contextes specifiques. 

43 . Un tel graphe n' a aucune raison d' etre hierarchise en branches lineaires, ni meme 
d'etre representable dans un espace a deux ou a trois dimensions. 

44. D'apres Herbart, lorsqu'elles sont traitees de maniere philosophique, les ma- 
thematiques s'integrent dans la philosophie en general, et au debut de son Etude philo- 
sophique des sciences ( ll76ll ). il suggere que le mathematicien ressente le besoin profes- 
sionnel de devoiler V esprit de ses formules pleines d'esprit [Der Mathematiker fUhlt den 
Beruf, uns den Geist seiner geistreichen Formeln zu enthiillen]. Scholz ( 11411 . p. 426) 
ajoute qu'il serait difficile d'imaginer une meilleure caracterisation de la maniere dont 
Riemann fait des mathematiques. 
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En tout cas, pour ce qui concerne I'elaboration des systemes, le but 
ultime est la representation du « reel »@en son architecture propre, et pour 
Herbart, la genese des concepts s'effectue specialement grace a ce qu'il de- 
signe comme la methode de la speculation. Par la, il faut entendre « toute 
entreprise visant a tracer des transitions entre (des) concepts ». Et lorsque 
Riemann prend des notes au sujet du traite de Herbart Sur les etudes phi- 
losophiques, il resume en quelques phrases-cle (feuillet no. 177 du dos- 
sier 18)lj les idees principales qu'il retient au sujet de cette « methode de 
la speculation » : 

Philosophie = recherche de concepts. 

I. Vues philosophiques. 

II. Speculation = tendance [Streben] vers la resolution de probleme. 
Demonstration d'une connexion necessaire entre concepts : 
probleme de speculation ulterieure, comme effort [Bemiihung] pour tra- 
cer des transitions adequates entre les concepts. |141| . p. 425. 

Ainsi la methode de la speculation designe-t-elle tout effort, application ou 
travail visant a construire des transitions appropriees entre les concepts, 
aussi bien entre ceux qui sont acquis et connus, qu'entre ceux qui sont en- 
core a inventer ou inconnus. Chaque concept-nodal est implique dans une 
relation problematique avec les concepts de son voisinage immediat : c'est 
le sens des points d' interrogation qui sont inscrits a titre symbolique dans 
le diagramme abstrait ci-dessus. Le gain en adequation augmente lorsque 
les fleches du graphe de transition qui se rapportent a un concept-nodal 
sont elles-memes construites en adequation. 

la recherche de V adequation porte aussi sur le relationnel. 

Et I'exploration des « aretes relationnelles » du graphe conceptuel proble- 
matique fait parfois naitre de nouveaux « nodules conceptuels » au sein 
meme des transitions qui soulevent des questions. La metaphore allusive 
d'un « reseau de neurones » du conceptuel pourrait eclaircir encore un peu 
plus cette mysterieuse methode des relations. 

Qu'il s'agisse ici de transition [Vbergang] est absolument crucial, car 
I'objectif est de creer les conditions de continuite et de completude tant 



45. L'ontologie de Herbart postulait le «reel » comme libre de contradictions et de 
changements. 

46. Philosopie — Untersuchung der Begriffe 
I. Phil(osophische) Ansichten. 

IL Speculation = Streben zur Auflosung der Probleme. 

Nachweisung eines nothwendigen Zusammenhangs unter Begriffen 

Problem weiterer Specul(-ation) als Behmiihung zwischen den Begriffen die gehorigen 

Ubergange zu bahnen. 
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pour Vobjet concret que pour la pensee abstraite, aussi bien en mathema- 
tiques que dans les sciences de la nature. Et dans VEssai d'une theorie 
des concepts fondamentaux des mathematiques et de la physique comme 
fondement pour expliquer la nature^ Riemann exprime encore plus pre- 
cisement son idee fixe au sujet de la continuite. 

Tout ce qui est observe est la transition [Ubergang] d'une chose 
d'un certain etat vers un autre etat ou, pour parler d'une maniere plus 
generale, d'un mode de determination [Bestinunungsweise] vers un autre, 
sans que soit pergu un saut au cours de la transition. Pour comple- 
ter cette observation, nous pouvons soit supposer que la transition se 
deroule selon un nombre tres grand mais fini de sauts imperceptibles 
pour nos sens, soit que la chose se deroule de maniere continue a tra- 
vers toutes les etapes intermediaires, en allant d'un etat vers I'autre. 
QH], p.21. 

Dans ce meme passage, Riemann partait de I'hypothese qu'on a deja forme 
le concept de chose existante en soi [der Begriff fiir sich bestehender 
Dinge], et il demandait qu'on «releve la tache qui consiste a maintenir 
aussi loin que possible » ce concept deja prouve de chose existante en soi, 
sachant que les processus de changement contredisent manifestement un 
tel concept de chose stable et existante0- Autrement dit, des qu'il s'agit 
d' assurer la coherence et la cohesion du concept d' existence en soi d'une 
chose soumise a I'etude, V antinomie, dans les sciences, entre le discret et 
le continu devient source de problemes scientifiques . De plus, la question 
tres vaste suggeree par Riemann debouche aussi sur une etude scientifique 
de la psychologic de la perception et elle montre que V antinomie proble- 
matique entre le discret et le continu, contagieuse, s 'insinue jusque dans 
les structures infimes de notre appareil perceptif spatio-temporel pour ac- 
centuer encore plus son caractere antinomique. 

Riemann suggere ainsi que le probleme est encore plus complexe 
qu'il n'y parait, puisque nos structures perceptives sont elles-memes aussi 
inscrites dans I'antinomie physique entre le discret et le continu. Lorsque 
la question des moyens d' appropriation perceptive est consideree comme 
question principale, aucune phenomeno logic, fut-elle «transcendantale», 
ne pent se dispenser de psychologic experimentale. Relates, les problemes 
se distribuent entre disciplines, et certains d' entre eux restent desespere- 
ment ouverts malgre les progres de la connaissance. 

Ici a nouveau, Riemann, mathematicien pur, manifeste done une 
conscience philosophique remarquable des antinomies universelles aux- 
quelles I'entendement scientifique est expose. De ces antinomies, il faut 



47. Fragmente philosophischen Inhalts, lUSll . pp. 477-488 ; 11291 . pp. 15-20. 

48. Heraclite versus Parmenide. 
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deduire l'ouverture — tel est le message intemporel de Riemann. Ces an- 
tinomies ne doivent en aucun cas deboucher sur la fermeture des questions 
qu'elles ne parviennent pas a resoudre. 

Par exemple, d'apres un tel point de vue metaphysique, I'emergence 
des theories physiques et astrophysiques va ramifier et complexifier le ca- 
nevas initial des deux premieres theses et antitheses que Kant a formulees 
au sein des quatre conflits des idees transcendantales0. On pourrait dire 
que la force philosophique intensive de Riemann reside dans sa capacite a 
designer des problemes qui sont ouverts dans leur plus grande generalite, 
dans un amont de I'amont, la oti I'inaugural est un initial pur, aux racines 
memes de I'arbre de la connaissance problematisante. 

Aussi Riemann ne se range-t-il pas a la « solution » que Kant a voulu 
apporter aux antinomies de la raison pureEl et qui consiste en quelque 
sorte a considerer que le conflit dialectique de la raison avec elle-meme 
provient d'une illusion transcendantale. En s'inspirant a tort de I'expe- 
rience concrete, la raison s'imagine en effet inconsiderement — d'apres 
le raisonnement de Kant — que le rapport du conditionne a la serie de 
ses conditions s' applique a des totalites de phenomenesEl et la raison en 
deduit sans plus de famous des conclusions metaphysiques qui se donnent 
pour fermes et indubitables, mais qui s'entre-detruisent parce qu'elles sont 



49. Premiere antinomie : finitude/infinitude de I'univers dans le temps ou dans Fes- 
pace ; deuxieme antinomie : discretude/continuite ou simplicite/composition de toutes les 
substances materielles dans le monde ( 1811 , pp. 338-347). Pour les questions cosmolo- 
giques, voir 01581 . 

50. Dans la septieme section du chapitre II : Les antinomies de la raison pure, du 
Livre II : Les raisonnements dialectiques de la raison pure de la Critique de la raison 
pure qui s'intitule Decision critique du conflit cosmologique de la raison avec elle-meme 
(et qui constitue I'un des passages-cles de I'ouvrage), Kant conclut que toute I'antinomie 
de la raison pure repose sur la fausse croyance que quand un phenomene conditionne est 
donne, la synthese qui constitue F ensemble des conditions empiriques qui contribuent 
a sa donation, puisse elle aussi etre presentee en acte, alors qu'en verite, elle n'est pas 
presentable et s'eloigne en se volatilisant dans la regression inaccessible des conditions 
empiriques. Ainsi, Ferreur est-elle de croire que « quand le conditionne est donne [par 
exemple, tout objet des sens], la serie entiere de toutes ses conditions est aussi donnee» 
( 1811 , p. 376). « II ne nous reste pas d'autre moyen de terminer definitivement la lutte, a la 
satisfaction des deux parties, que de les convaincre qu'etant capables de se refuter si bien 
reciproquement, elles se disputent pour rien et qu'un mirage transcendantal leur a fait voir 
une realite la oil il ne s'en trouve pas » ( i8ll , p. 378). 

5 1 . Mais d' apres Kant, ce rapport ne peut exister en fait que dans et par les represen- 
tations d'entendement. «La majeure du syllogisme cosmologique prend le conditionne 
dans le sens transcendantal d'une categoric pure et la mineure, dans le sens empirique 
d'un concept de I'entendement applique a de simples phenomenes, et par consequent, on 
rencontre Ferreur dialectique qu'on nomme sophisma flgurce dictionis » ( Il8l1 , p. 377). 
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violemment antithetiques. Kant fait alors observer que «deux jugements 
opposes dialectiquement I'un a I'autre peuvent etre faux tous les deux», 
mais la troisieme issue logique qu'il theorise pour sortir de ces difficultes 
consiste a soutenir que « les phenomenes en general ne sont rien en dehors 
de nos representationsE^». Rehabilitation du tiers exclu a un niveau trans- 
cendantal, done, mais a une telle issue, Riemann aurait vraisemblablement 
pu formuler deux objections inspirees de ses recherches en mathematiques 
et en physique. 

Premierement, a cause de la limitation des moyens experimentaux, la 
regression du conditionne vers ses conditions, loin d'etre indefinie, s'avere 
en fait toujours particulierement limitee, ce qui compromet le bien-fonde 
des raisonnements metaphysiques non seulement quant a leur contenu 
conclusif (Kant), mais aussi quant a leur portee synthetique organique — 
toujours trop rudimentaire et non legitimee par 1' existence d'une realite 
dominatrice superieure0. Pour cette raison, la portee des considerations 
de la Critique de la raison pure est restreinte au champ synthetique (a 
priori ou a posteriori) d'une epoque, et il est impossible d'admettre que la 
thetique et I'antithetique de la dialectique transcendantale aient pu etre de- 
finitivement etablies par le discours kantien, alors que les antinomies que 
degage Kant continuent a se raffiner et a se complexifier — sans s'ejfa- 
cer — grace aux progres de la connaissance scientifique. 

Deuxiemement, la representation de regressions potentielles ne sert 
qu'a manifester la presence d'horizons de non-savoir et a ouvrir des do- 
maines neufs pour 1' investigation scientifique. Le tiers-exclu riemannien, 
c'est I'inconnu devant soi, c'est I'imprevisible, c'est la resolution inat- 
tendue d'un probleme, ou mieux encore, c'est I'ouverture constante de 
1 ' irreversible- synthetique . 

1.13. La methode des plus petits changements conceptuels. Dans le 
feuillet manuscrit 141 du dossier 18 du Nachlass que Scholz a decouvert 
( II141L p. 420 et p. 433), Riemann s'interroge tout d'abord sur les etapes 
de la formation des concepts : a partir du per^u ; par induction ; par abs- 
traction, ou par synthese a posteriori ; et ensuite surtout, il insiste sur le 
resserrement des transitions entre les concepts : 

Changement (ou completion) des concepts qui soit le plus petit 
possible [. . .10 QM], p. 433. 



52. Kant deduisait en effet de ces considerations sur les antinomies une (seconde) 
«preuve» de !'« idealite transcendantale » des phenomenes (^ST\, p. 381). 

53. En mathematiques, la complexification incessante et imprevisible de 
I'irreversible-synthetique garantit I'organicite du savoir, dans I'actuel et dans le poten- 
tiel. 



Chapitre 1 . L'ouverture riemannienne 



25 



Tres certainement, cette pensee est directement inspiree d'une formule 
aphoristique de Herbart que Riemann recopie en I'extrayant de son 
contexte, et que nous encadrons aussi, vu son importance. 

La methode des relations est la methode des plus petits changements ^ 

Resserrer les transitions conceptuelles, c'est tendre vers une plus grande 
continuite de la pensee^. L' objectif affirme est de completer par elimina- 
tion toutes les differences, distorsions, sauts, fosses, etc. Dans leur exposi- 
tion tres systematique de la theorie des groupes de transformations, Engel 
et Lie mettront a execution ce principe fondamental que Riemann n'avait 
pas eu le temps de developper. 

A un niveau «meta-mathematique», ce qui est designe par Rie- 
mann dans la generalite la plus grande comme transition (continue) entre 
concepts est susceptible de se realiser comme connexion, comme hierar- 
chisation, comme sedation, comme interdependance, comme necessite, 
comme suffisance, ou enfin, terme ultime du resserrement de la continuite 
conceptuelle, comme equivalence, c'est-a-dire comme necessite et suffi- 
sance. Tous les liens dynamiques entre concepts, axiomes et hypotheses 
recouvrent ainsi des distinctions en extension et en generalite qui les ins- 
crivent dans un graphe de transitions ouvertes sur un horizon de continuite 
potentielles. 

Ainsi s'exprime V« imperatif categorique » riemannien qui fait naitre 
une diversite eclatee de problemes d' organisation structurale dont I'obje- 
cif est de creer des conditions pour la continuite de la pensee speculative : 



54. Mdglichst geringe Veranderung (oder Erganzung) der Begriffe. 

55. Die Methode der Beziehungen ist die Methode der kleinsten Veranderungen. 

56. A la fin de la premiere partie des Fragmente philosophischen Inhalts intitulee 
Zur Psychologie und Metaphysik, Riemann evoque la methode des limites introduite 
par Newton pour fonder le calcul infinitesimal, et il exprime spontanement une exten- 
sion (par analogie) de cette methode a la recherche d'une continuite dans la determina- 
tion — primitivement discontinue — des concepts. La methode de Newton, ecrit Rie- 
mann, « consiste en ceci : au lieu de considerer une transition continue d'une valeur d'une 
grandeur a une autre, d'une position a une autre, ou plus generalement d'uyi mode de 
determination d'un concept [von einer Bestimmungsweise eines Begriffes] a un autre, 
on considere d'abord une transition par un nombre fini d'etapes intermediaires, puis on 
permet au nombre de ces degres intermediaires d'augmenter, de telle sorte que les dis- 
tances entre deux degres intermediaires consecutifs diminuent toutes a rinfini» ( I131II . 
p. 487 ; nous soulignons). Cette « continuification » des concepts qui se trouve — comme 
pour le calcul infinitesimal — a la limite du representable, n'est pas directement acces- 
sible a notre reflexion, mais on peut s'imaginer qu'il soit possibler de passer d'un systeme 
conceptuel a un autre par une simple modification dans les grandeurs relatives, de telle 
sorte que le systeme reste stable et inchange dans la transition vers la limite du continu. 
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• nature, conception, problematicite des notions primitives ; 

• liaisons, dependances, independances entre concepts definis ; 

• necessites, potentialites, aprioricite ; 

• principes de genese conceptuelle ; 

• differenciations specifiques. 

Immediatement apres avoir ouvert les questions de nature, Riemann ose 
done ouvrir le champ encore inexistant des relations possibles entre 
concepts potentiels. On peut sans conteste affirmer que la philosophic 
mathematique de Riemann anticipe la revolution axiomatiquelfj (Hilbert, 
Bourbaki), puisque le structural formalise est preforme par certaines struc- 
tures dialectiques universelles du questionnement mathematique. D' apres 
un tel point de vue, I'axiomatisation ulterieure des geometries est une 
tentative — parmi d'autres — de systematiser certaines reponses et cer- 
taines questions que I'exploration rencontre. Decider les ouvertures, ac- 
cepter I'ignorance, et maintenir intentionnellement le rapport a I'lnconnu 
n'est peut-etre pas la qualite la plus evidente des systemes formalises, et 
pourtant, r«imperatif categorique riemannien» exigerait que lesdits sys- 
temes expriment explicitement leur propre inachevement. 

1.14. Modes ametriques de determination. Maintenant que nous avons 
elucide les exigences methodologiques generales que Riemann s'est fixees 
au contact de la philosophic de Herbart pour conduire ses recherches sur 
les fondements de la geometric, nous pouvons reprendre a present 1' analyse 
philosophique de son discours, que nous avions interrompue p. [141 

En partant, comme nous 1' avons rappele, de la bifurcation zenonienne 
fondamentale entre le discret et le continu, Riemann insiste sur le fait que 
les occasions de faire naitre des concepts dont les modes de determination 



57. Neanmoins, la pensee de Riemann ne se reduit pas a un precede entierement 
logique, voire purement axiomatique {cf. le commentaire II167I . p. 408 de Vuillemin base 
sur une lecture de Russell), puisque la logique formelle ne questionne pas au sens philo- 
sophique du terme, mais cherche a enfermer le relationnel du conceptuel dans une syntaxe 
constituee a posteriori par rapport aux recherches ouvertes. II est beaucoup plus exact de 
dire que les recherches de Riemann sur la definition de I'espace precedent « comme il 
est naturel dans F analyse des concepts », a savoir ; « per genus proximum et dijferentiam 
specificam » {ibidem), sans toutefois voir dans les determinations successives de concepts 
des finalites predefinies et fermees, comme par exemple la « convergence » vers un sys- 
teme d'axiomes caracterisant I'espace euclidien. Tres peu de commentateurs ont mis en 
lumiere le souci constant de problematisation et d'ouverture qui s'exprime de maniere 
tres explicite dans tous les ecrits de Riemann. 
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recourent a la continuite|3 sont beaucoup moins frequentesEB que lorsqu'il 
s'agit des concepts dont les modes de determination forment une multipli- 
cite discrete. En effet, I'equivalence numerique entre plusieurs collections 
d'objets concrets qui fonde, a un niveau intuitif proprement archaique la 
notion elementaire de nombre entier, ne pose quasiment aucun probleme 
d' abstraction a la pensee, parce que les bijections entre collections d'objets 
individues possedent, pour I'intuition, un sens physique extremement clair, 
du moins lorsqu'il s'agit de petits nombres entiers. Riemann devoile alors 
sa motivation mathematique. 

De telles recherches sont devenues necessaires dans plusieurs 
parties des Matlnematiques, notamment pour I'etude des fonctions ana- 
lytiques a plusieurs valeursH et c'est surtout a cause de leur imperfec- 
tion que le celebre theoreme d'Abel, ainsi que les travaux de Lagrange, 
de Pfaff, de Jacobi sur la theorie generale des equations differentielles, 
sont restes si longtemps steriles. |132| , p. 283. 

Cette remarque refere a une tendance naissante des mathematiques de la 
premiere moitie du 19*^""^ siecle : essayer de transferer le langage de la geo- 
metric vers des systemes analytiques ou algebriques a plusieurs variables ; 
une telle tendance etait connue de Riemann, au moins partiellement, via 
Gauss ( II139L p. 15 sq., 53 sq.). La recherche de generalite exige de mettre 

58. A nouveau, Riemann se revele penseur du continu, en analyse, en geometrie 
differentielle et en physique. Weyl ecrivait ( II133L p. 740) que la motivation de principe 
de Riemann etait de comprendre le monde par son comportement dans rinfiniment petit 
[die Welt mis ihrem Verhalten im Unendlichkleinen zu verstehen]. 

59. Riemann affirme meme qu'elles sont plus rares [selten], or cela n'est pas tout a 
fait exact, car les mouvements des corps dans I'espace — cette realite intuitive qui nous 
est omnipresente et qui allait connaitre un destin algebrique inattendu avec le developpe- 
ment de la theorie des groupes de Lie — prouvent manifestement le contraire. D'ailleurs, 
Herbart avait deja montre qu'il existe des espaces continus dont les modes d' existence 
sont extremement varies, comme par exemple (a nouveau) les divers lieux que peuvent 
occuper les objets sensibles, mais aussi la « ligne du son » [Tonlinie], ou encore le triangle 
des couleurs, etudie par Thomas Young et Clark Maxwell, avec le bleu, le rouge et le 
jaune disposes a ses sommets, ces trois couleurs pouvant se fondre en s'associant quanti- 
tativement pour produire toutes les couleurs possibles dans le continu bidimensionnel de 
I'interieur du triangle. Au debut de ce § I ( 11321 . p. 282), Riemann a probablement plutot 
voulu suggerer que les modes de determination continue qui sont necessaires pour penser 
les multiplicites continues ne sont pas encore disponibles, car le besoin de les elaborer ne 
s'est pas encore fait ressentir dans la vie ordinaire. 

60. II s'agit bien sur des surfaces etalees au-dessus de certaines regions du plan com- 
plexe, ramifiees autour de certains points, et recousues le long de certaines coupures que 
Riemann a introduites dans sa dissertation inaugurate. Pour ne pas interrompre I'etude 
proprement philosophique, nous laisserons de cote ces breves allusions a F analyse com- 
plexe, au theoreme d'Abel concernant les integrates de fonctions algebriques {voir 1791 ). 
et au probleme de I'integration des formes differentielles totales (voir 1681 ). 
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sur pied une theorie des grandeurs etendues qui soit independante des de- 
terminations metriques et dans laquelle « on ne suppose rien de plus^ que 
ce qui est deja renferme dans le concept de ces grandeurs ». 

Eliminer les hypotheses adventices, circonscrire des hypotheses mi- 
nimales, et s'en tenir rigoureusement a elles : imperatif methodologique 
riemannien ; principe riemannien de genese. 

Dans cette branche generale de la theorie des grandeurs eten- 
dues, ou I'on ne suppose rien de plus que ce qui est deja renferme dans 
le concept de ces grandeurs, il nous suffira, pour notre objet actuel, de 
porter notre etude sur deux points, relatifs : le premier, a la genera- 
tion du concept d'une multiplicite de plusieurs dimensions ; le second, 
au moyen de ramener les determinations de lieu dans une multiplicite 
donnee a des determinations de quantite, et c'est ce dernier point qui 
doit clairement faire ressortir le caractere essentiel d'une etude de 7i 
dimensions. |132| , p. 283. 

Probleme inaugural : il s'agit done de penser, de definir et d'engen- 
drer une notion purement ametrique^ d'etendue, dont les « quanta » ou 
« morceaux » d'etendue puissent etre envisages du point de vue de la com- 
paraison inclusive, sans pour autant I'etre du point de vue de la mesure nu- 
merique[3. H faut ainsi liberer la notion d'etendue de 1' emprise des grilles 
et des regies graduees, afin de penser I'etendue en termes de regions^ si- 
tuees dans une certaine multiplicite [als Gebietein einer Mannigfaltigkeit]. 

Immediatement et explicitement, Riemann divise done le probleme 
concerne en deux sous-problemes : 

Probleme 1 : engendrer le concept de multiplicite par synthese et par 
analyse, en ayant recours a des modes de determination quantitifs non me- 
triques. 

61. L' exigence ainsi fondee par Riemann de se limiter a des hypotheses minimales 
s'exprime aussi tres expUcitement dans son Habilitationsschrift sur les series trigonome- 
triques. 

62. Si les moyens mathematiques ou axiomatiques manquent au geometre pour me- 
surer les grandeurs spatiales, et s'il est impossible de se deplacer a la maniere d'un ar- 
penteur pour deposer chaines, jalons et equerres sur un hypothetique sol de la geometrie 
spatiale abstraite, alors la question du plus grand et du plus petit perd son sens et son 
interet. 

63. Par son traitement detaille des multiplicites continues qui precede 1' introduction 
de coordonnees numeriques, Riemann affirmait clairement que les nombres jouent un role 
auxilaire en geometrie, s'exprimant de ce fait a contre-courant de la tendance generale a 
I'arithmetisation de I'analyse et de la geometrie ( II139L pp. 30-34). 

64. Acte de saisie intuitive archaique du spatial : comment le caracteriser? Les tra- 
vaux de Sophus Lie deploieront une pensee du spatial multidimensionel ametrique et 
mobile dans un langage essentiellement rhetorique et algebrique qui cherche neanmoins 
a transmettre chaque acte de pensee intuitive. 
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Probleme 2 : trouver des conditions pour ramener les determinations de 
lieu a des rapports metriques de type distance. 

Evidemment, 1' etude de ces deux questions generales devra toujours etre 
encadree par les memes exigences « meta-mathematiques universelles » 
qui animent constamment Riemann : 

• donner des conditions sujfisantes pour la genese ; 

• donner des conditions necessaires pour la genese ; 

• etablir la necessite et la suffisance de conditions genetiques ; 

• eliminer les caracteres specifiques etrangers au concept pur. 

Pour acceder vraiment a une telle pensee genetique, il nous faut maintenant 
mettre completement entre parentheses les actes de postulation axioma- 
tique par lesquels nous nous permettons aujourd'hui d' accepter sans nous 
poser plus de questions aussi bien les definitions formelles initiales struc- 
turees que les entames telles que « Soit M une variete differentiable de di- 
mension n », ou « Solent (pi, . . . ,pn, qi, . . . , g„) des coordonnees locales 
sur I'espace des phases ^ d'un systeme hamiltonien quelconque». Rie- 
mann cherche en fait a demontrer que Ton pent ramener la determination 
locale des etendues geometriques a des suites de quantites numeriques : 
c'est un pur probleme de genese, qui ne preoccupe plus notre epoque. 

1.15. Genese du multidimensionnel. Dans un tout premier moment, Rie- 
mann tente de caracteriser I'unidimensionnalite initiale d'une multiplicite 
non discrete — dont il fera ensuite un principe fondamental de genese — 
par la propriete que ses modes continus de determination sont eux-memes 
determines0- D'apres un raisonnement difficile a reconstituer, Riemann 

65. Cette phrase longue et difficile ( 11321 . pp. 283-284) semble etre une tentative 
inaboutie pour trouver dans la variabilite des modes de determination d'une multiplicite 
donnee des conditions si restrictives qu'elles en impliquent I'unidimensionnalite. Le ca- 
ractere inacheve de ce passage n'a pas echappe a Engel et a Lie, qui etaient probablement 
deja informes, en 1891-93, des travaux naissants de Pasch, Stolz, Schur sur les fonde- 
ments axiomatiques de la geometrie. « La veritable signification de la proposition d'apres 
laquelle I'espace est une variete numerique [Zahlenmannigfaltigkeit] ne ressort pas du tra- 
vail de Riemann. Riemann cherche a demontrer cette proposition, mais sa demonstration 
ne peut pas etre prise au serieux. Si Ton veut veritablement demontrer que I'espace est 
une variete numerique, on devra, a n'en pas douter, postuler auparavant un nombre non 
negligeable d'axiomes, ce dont il semble que Riemann n'ait pas ete conscient» (p. 11551 
ci-dessous). II est vrai en effet que F elaboration d'un raisonnement veritablement synthe- 
tique necessite de faire une difference marquee entre hypotheses et conclusion, et de s'in- 
terroger sur la nature des hypotheses qu'on prendra comme axiomes. Comme Riemann 
ne specifie pas ce qu'il faut precisement entendre par I'idee de lieu comme essence du 
geometral-local-continu, les raisonnements logiques et les demonstrations qu'il cherche 
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1.15. Modes d'engendrement du multidimensionnel 



affirme alors que de tels modes de determination ne peuvent alors etre par- 
courus « que dans un seul sens », c'est-a-dire « en avant et en arriere » : 
c'est I'unidimensionnalite, appelee a devenir racine et principe de genese 
inductive pour la multidimensionnalite. 

Ensuite, dyade, soudure et parcours permettent d'engendrer le bidi- 
mensionnelQ Dyade : dedoubler I'objet un qui est donne, c'est-a-dire se 
donner deux multiplicites unidimensionnelles ; soudure : transporter une 
multiplicite pour la « riveter » sur une autre en un bipoint de coincidence ; 
parcours : faire decrire a la seconde multiplicite unidimensionnelle toute 
la multiplicite unidimensionnelle de la premiere. Genese : voir apparaitre 
le bidimensionnel comme un voile cree aux franges de I'unidimensionnel 
par developpement continu dans un ether extrinseque. 



Le tridimensionnel s'engendre alors de maniere analogue par deploiement 
exteriorise de I'unidimensionnel le long d'un bidimensionnel, et ainsi de 
suite pour les dimensionnalites d'ordre superieur. Autre interpretation de 
ce procede : la variation de la variabilite produit une variabilite d'ordre 
superieur. 

Si, au lieu de considerer le concept comme determinable, on 
considere son objet comme variable, on pourra designer cette construc- 
tion comme la composition d'une variabilite de n + 1 dimensions, au 
moyen d'une variabilite de n dimensions et d'une variabilite d'une seule 



Et maintenant, le resserrement des conditions : il faut a present s'interro- 
ger pour savoir si une analyse inverse est possible, car I'existence de deux 
geneses reciproques montrerait que le concept de multiplicite a ete entie- 
rement circonscrit. A un procede de composition par induction doit done 
succeder une analyse par decomposition dimensionnelle. 



a conduire pour ramener une telle notion de lieu a des grandeurs numeriques sont done 
encore truffes de problemes ouverts. 

66. Pour de plus amples developpements de cette direction de pensee, le lecteur 
est renvoye a la Science de la grandeur extensive de Grassmann ||63l . commentee par 
Flament IHl et par Gilles Chatelet 1271 . 



bidimensionnel 



tridimensionnel 




dimension. 
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Je vais maintenant montrer reciproquement comment une varia- 
bilite, dont le champ est donne, peut se decomposer en une variabilite 
d'une dimension et une variabilite d'un nombre de dimensions moindre. 
fT32l . p. 284. 



A cet instant precis va se devoiler pour la premiere fois dans le texte de Rie- 
mann I'interdependance fondamentale entre le fonctionnel et le geometral. 
C'est le premier moment oii, a dessein, I'analyse et I'algebre commencent 
d vouloir capturer la geometrie. 

L'idee est simple : dans une portion de multiplicite, les elements di- 
vers de la multiplicite comptes a partir d'un point fixe a I'avance doivent 
posseder un principe de differenciation specifique par rapport au point 
en question. Autrement dit, on peut s'imaginer qu'a I'interieur de ladite 
multiplicite, il existe au moins une certaine fonction du lieu qui ne soit 
constante le long d'aucune sous-portion de cette multiplicite. Ici, il ne 
s'agit pas de definir axiomatiquement le geometral et le fonctionnel a par- 
tir d' atlas maximaux de cartes locales a valeurs dans un ouvert de 
( 111531 [I391I124II '). II s'agit plutot d'observer que le fonctionnel nait d'em- 
blee avec le geometral, par I'effet d'une dualite ou d'une complementarite 
qui se trouve a la racine des concepts. 

A ce moment-la, bien que Riemann soit pertinemment conscient — 
grace a ses travaux sur les series trigonometriques — du fait que les fonc- 
tions different en nature suivant qu'elles sont continues, differentiables, 
ou analytiques, avec un ensemble eventuellement fini ou infini de discon- 
tinuites, il semble vouloir ne preciser ici aucune hypothese technique au 
sujet de la regularite de la fonction en question. Par consequent, le fonc- 
tionnel est ici absolument ouvert a la generalite et a la diversification des 
univers spatiaux. On evolue done dans un monde virtuel qui embrasse a 
priori les varietes topologiques, les varietes de classe ou 
les varietes analytiques reelles, complexes, ou quaternioniques, les espaces 
analytiques singuliers, les espaces eventuellement fractals, non separes, to- 
talement discontinus, ou encore absolument mixtes, c'est-a-dire qui incor- 
porent eventuellement, en des localites distinctes, chacun de ces aspects- 
la : posterite stupefiante de la generalite riemannienne. Les raisonnements 
qui pourraient etre consideres comme vagues et imprecis englobent done 
ici des pans entiers de la geometrie a plusieurs dimensions, que Engel et 
Lie allaient etre les premiers a developper d'une maniere vraiment syste- 
matique, dans une optique exclusivement locale et generique. 

Lorsqu'on fait varier la constante a laquelle on egale une telle fonc- 
tion, les lieux de points en lesquels sa valeur est fixe forment alors une 
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multiplicite continue^ d'un nombre de dimensions moindre que celui de 
la variete donnee. 




Ces multiplicites, lorsqu'on fait varier la fonction, se transforment 
d'une maniere continue les unes dans les autres ; on pourra done ad- 
mettre que I'une d'entre elles engendre les autres, et cela pourra avoir 
lieu, generalement parlant, de telle fagon que chaque point de I'une se 
transporte en un point determine de I'autre. |132| , pp. 284-285. 

Ainsi par decomposition, Riemann parvient-il en utilisant des fonctions 
auxilaires, a montrer que 1' analyse du concept de multiplicite reconduit 
exactement au premier procede de genese : amplification de la variabilite 
par variation inductive de la variabilite. 

En conclusion, que ce soit par 1' analyse ou par la synthese, « la deter- 
mination de lieu dans une multiplicite donnee, quand cela est possible, se 
reduit a un nombre fini de determinations de quantite0» : ce qu'il fallait 
demontrer. 

Contrairement aux definitions axiomatiques, Riemann a done entre- 
pris d'engendrer le multidimensionnel a partir de I'unidimensionnel, et 
surtout il a tente d'articuler la genese comme une demonstration proce- 
dant par des conditions varices. Helmholtz quant a lui, puis Russell ( 1113611 ') 
et Vuillemin ( I1167II . pp. 388-464), envisageront le probleme sous Tangle 
de la postulation d'axiomes, pourtant moins problematisant, et moins riche 



67. En toute rigueur ici, il faut faire des hypotheses telles que par exemple la diffe- 
rentiabilite au moins '^^^ et la non-annulation de la differentielle, puisque d'apres un theo- 
reme de Whitney, tout sous-ensemble ferme d'une variete, aussi pathologique qu'il soit, 
peut etre represents comme lieu d'annulation d'une certaine fonction continue ( II105II ). 
Toutefois, dans ce moment d' analyse, les raisonnements sont locaux et generiques : « Les 
cas d'exception, dont I'etude est importante [souci d'ouverture], peuvent etre ici laisses de 
cote ». Rien n'empeche en tout cas de pressentir que de tels raisonnements conservent un 
sens tres precis dans la categoric des espaces analytiques complexes singuliers, oil I'on- 
tologie parallele du fonctionnel et du geometral, mieux controlee par les series entieres 
convergentes, se prolonge toujours d'un point vers un petit voisinage de ce point, grace 
notamment au theoreme de preparation de Weierstrass, au theoreme de parametrisation 
locale de Noether et au theoreme de coherence d'Oka. 

68. Engel et Lie appelleront «varietes numeriques» [Zahlenmannigfaltigkeit] les 
multiplicites introduites par Riemann. 
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d'imprevisible. Pour temiiner sur ce chapitre, notons a nouveau que Rie- 
mann ne peut se soustraire a un devoir constant de manifester le souci 
abstrait d'ouverture. 

Toutefois il y a aussi des multiplicites dans lesquelles la determi- 
nation de lieu exige, non plus un nombre fini, mais soit une serie infinie, 
soit une multiplicite continue de determinations de grandeur. Telles sont, 
par exemple les multiplicites formees par les determinations possibles 
d'une fonction dans une region donnee, par les formes possibles d'une 
figure de I'espace, etc. 11321 , p. 285. 

1.16. Conditions pour la determination des rapports metriques. Apres 
avoir libere la notion archaique d'etendue de toute saisie metrique, il s'agit 
maintenant de traiter le deuxieme sous-probleme (cf. p. [28]). que Riemann 
reformule comme suit : 

De quels types de rapports metriques est susceptible une multiplicite ? 

II s'agit de trouver des conditions qui caracterisent les differentes manieres 
possibles de munir une multiplicite donnee d'un concept supplementaire 
qui permette de parler de la distance qui existe entre toutes les paires de 
points. Or le titre passablement enigmatique de la sous-section concernee : 

Rapports metriques dont est susceptible une variete de n dimensions, 
dans I'hypothese ou les lignes possedent une longueur, independamment 
de leur position, et ou toute ligne est ainsi mesurable par toute autre ligne 

a plonge dans la perplexite de nombreux mathematiciens, philosophies, his- 
toriens et commentateurs. Tout d'abord, que signifie exactement cette se- 
conde hypothese elliptique d' apres laquelle toute ligne doit etre mesurable 
par toute autre ligne ? Faut-il y voir un principe d'arpentage : deplacement 
libre des regies (ou des lignes) ? Doit-on en faire toujours un axiome, en 
vertu d'une evidence physique imparable ? Par « lignes », faut-il entendre 
n'importe quelle courbe tracee dans la multiplicite ? Un tel principe de me- 
trisation implique-t-il des comparaisons au niveau local fini, ou bien des 
comparaisons dans 1' infinitesimal? 

Riemann n'est jamais facile a lire, mais sa celebre allocution 
« Sur les hypotheses qui servent de fondement a la geometrie » pre- 
sente des difficultes de comprehension d'un type tout a fait special. 
§ 100, p.|263Jci-dessous. 

Autre enigme : que signifie la premiere hypothese elliptique d' apres 
laquelle les lignes possedent une longueur, independamment de leur posi- 
tion? Faut-il y voir une allusion a la libre mobilite des courbes et a I'in- 
variance de leur longueur, lorsqu'on effectue une serie de transformations 
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ponctuelles de I'espace ? Mais une telle interpretation entrerait en contra- 
diction avec le fait que la metrisation est et doit etre absolument indepen- 
dante de la mobilite ; une telle independance vaut en effet deja pour la 
theorie gaussienne des surfaces, et Riemann a explicitement enonce que 
cette theorie contient les fondements de la question qu'il va traiter. En tout 
cas, par rapport a la theorie gaussienne des surfaces courbes qui heritent 
d'une metrique «ondulee» par restriction de la metrique pythagoricienne 
« plate » de I'espace a trois dimensions, Riemann va renverseriJcomplete- 
ment la reflexion. 

En effet, sans s'autoriser a ceder ni a la formulation aisee de pro- 
blemes ouverts qui consiste simplement a augmenter le nombre de va- 
riables, ni a la generativite symbolique des expressions formelles, c'est- 
a-dire plus precisement, sans annoncer d'emblee a son auditoire : 

«Etudions maintenant V expression differentielle quadratique 
'Yj^j=i gij{xi, . . . ,Xn) dxidxj d n variables qui generalise visiblement 
I 'expression connue en coordonnees parametriques intrinseques de la me- 
trique E{u, v) dv? + 2 F{u, v) dudv+ G{u, v) dv"^ sur une surface courbe, 
dont Gauss a montre, dans son Theorema Egregium, qu'elle possede 
la mesure de courbure comme invariant a travers toute transformation 
isometrique», 

Riemann va plutot, en renversant le sens de son etude, chercher a trou- 
ver des principes de genese a priori qui montreront en quoi 1' expression 
quadratique gaussienne, ainsi que sa generalisation a des dimensions su- 
perieures, est en un certain sens naturelle, necessaire, ou tout du moins « la 
plus simple possible » qui pourrait s'offrir a I'etude dans un a priori rela- 
tif, reconstitue a posteriori, de la connaissance mathematique. Regressive 
dans Va posteriori par rapport a la theorie de Gauss, I'etude riemannienne 
cherche a ouvrir une voie nouvelle vers Va priori genetique. 

Par sa demarche, Riemann est done un veritable metaphysicien des 
mathematiques : nous devons nous interroger, dit-il en effet, sur I'exis- 
tence de causes profondes qui pourraient expliquer 1' emergence de telles 
formes symboliques, ou de telles structures mathematiques. Le point de 
vue riemannien se situe done bien en amont de toute option philosophique 
unilaterale sur 1' essence des mathematiques et salt se soustraire aux pole- 
miques afferentes ; idealisme, platonisme, realisme, constructivisme, intui- 
tionnisme, historicisme, essentialisme, axiomatisme, formalisme : chacune 
de ces options philosophiques est engagee dans une problematique d'es- 
sence tellement profonde que les reponses possibles sont encore noyees 



69. yo;> le § 1.6 p. [8] 
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dans l'ouverture et dans I'indecision, et tout penseur d'inspiration rieman- 
nienne se voit dans 1' obligation philosophique d' accepter cet etat de fait. 

Ainsi la partie du discours de Riemann oii il rappelle son principe 
methodologique general d' investigation n'est-elle plus maintenant enig- 
matique pour notre analyse. 

Nous arrivons au second des problemes poses plus haut, savoir 
a I'etude des rapports metriques dont une multiplicite est susceptible, 
et des conditions suffisantes pour la determination de ces rapports me- 
triques. 1 132] , p. 285. 

Toute genese doit en effet proceder par conditions demonstratives, au 
moins suffisantes dans un premier moment, et si possible ensuite, neces- 
saires et suffisantes, afin de resserrer au mieux peut-etre les ecarts syn- 
thetiques entre concepts qui pourraient cacher des petitions de principe, 
des hypotheses implicites, ou mieux encore, des concepts nouveaux et ou- 
verts qui pourraient connaitre un destin inattendu dans I'histoire des ma- 
thematiques0. Ainsi sur le chemin genetique qui conduit aux metriques 
differentielles quadratiques maintenant dites «riemanniennes », Riemann 
va-t-il poser successivement plusieurs hypotheses ouvertes qui pourraient 
conduire a d'autres types de rapports metriques possibles. 

1.17. Genese des metriques riemaniennes. Les determinations de lieu 
etant ramenees aux determinations simultanees de n grandeurs numeriques 
Xi, X2, X3, . . . , x„ (§ 1.15), le probleme consiste maintenant a trouver une 
expression mathematique pour la longueur des lignes courbes tracees dans 
la multiplicite. Comme dans I'espace ordinaire, la donation d'une ligne 
courbe revient a ce que les quantites Xi dependent parametriquement d'une 
seule variable auxiliaire. 

Je ne traiterai ce probleme que sous certaines restrictions, et je 
me bornerai d'abord aux lignes dans lesquelles les rapports entre les 
accroissements dx des variables x correspondantes varient d'une ma- 
niere continue. |132| , p. 286. 

Leitmotiv riemannien : encore une annonce d'ouverture potentielle laissee 
de cote par le choix d'une hypothese determinee. Poser une hypothese. 



70. Encore une fois, rappelons que la pensee mathematique structuraliste contem- 
poraine ne place jamais la question a un niveau aussi problematisant. En effet, lorsqu'on 
s'autorise a commencer un article ou un expose par une phrase telle que « Soit M une 
variete differentielle munie d'une metrique riemannienne g», ou telle que «Soit 
la metrique de Poincare sur le disque unite A = {z G C : |z| < 1} dans C», I'acte 
de position que designe I'expression « Soit X un objet mathematique defini » refere a un 
concept considere comme deja donne dans une architecture paradigmatique constitute. 
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c'est s'ecarter eventuellement d'un (autre) univers mathematique, c'est bi- 
furquer vers une certaine branche de I'arbre mathematique, sans examiner 
d'autres branches, sans explorer d'autres univers. 

Par consequent, Riemann decide d' infinite simalise)^ le probleme : 
avec cette hypothese de continuitelH les lignes peuvent etre decomposees 
en portions infinitesimales, et si Ton s'autorise|3 de plus a disposer de 
la theorie de I'integration afin de sommer toutes les longueurs infinitesi- 
males des elements de ligne places bout a bout, il sujfit alors^ de trou- 
ver une expression pour la longueur de tout element lineaire infinitesimal 
(dxi, dx2, . . . , dxn) qui est situe en un point (xi, a;2, . . . , Xn)- 

Poursuite du raisonnement : dans 1' infinitesimal et en un point 
(xi, X2, . . . , x„) fixe, les rapports d'accroissement entre les compo- 
santes dxi de I'element infinitesimal en question le long d'une ligne 
donnee peuvent etre consideres comme constants. Mais quand le point 
(xi, X2, . . . , Xn) varie, ces rapports cessent d'etre constants, et puisque les 
lignes sont fibres de representer, en un point donne quelconque, toutes les 
directions possibles qui passent par ce point, il en decoule que les rapports 
d'accroissement infinitesimal le long d'une ligne doivent en fait dependre 
du point, et done aussi : seulement du point. Par consequent, sous ces deux 
hypotheses fondamentales d'infinitesimalisation premiere et d' integration 
seconde, Riemann a ramene la question geometrique de la genese des 
rapports metriques a une question d' Analyse, a savoir : determiner une 



71. En fait, dans I'en-tete (enigmatique) de ce paragraphe, Riemann aurait ete pro- 
bablement mieux inspire d'annoncer cette infinitesimalisation comme I'une de ses hypo- 
theses genetiques principales. 

72. — par laquelle il faudrait entendre plus rigoureusement une hypothese de diffe- 
rentiabilite d'ordre au moins egal a 1 — 

73. A cause de ce recours a I'integration — concept d' analyse encore problematique 
qui exige Tinfini — , Engel et Lie objecteront p. 11561 ci-dessous que les considerations 
de Riemann fournissent peu d'eclaircissements quant aux fondements de la geometrie 
purement elementaire. 

74. Riemann recherche en effet des conditions seulement sujfisantes pour la deter- 
mination des rapports metriques dans une multiplicite. A chaque fois qu'une hypothese 
simplificatrice ou specificatrice est admise, le choix d'une discontinuite conceptuelle es- 
tompe une fraction de la necessite qui doit etre correlative de la suffisance. 
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fonction du lieu et de I'element infinitesimal|3 : 

— ^ X ^ ^ • • • ^ X Yi 5 doc ]^ 5 • • '5 doc ) 

la plus generale possible qui puisse foumir, en restriction sur les courbes 
quelconques, la longueur de n'importe quelle ligne tracee dans la multipli- 
cite. 

Autrement dit, la longueur en un point (xi , . . . , Xn) d'un element infi- 
nitesimal quelconque {dxi, . . . , dxn) attache en ce point — que Ton note 
habituellement0 « ds » — est egale a cette fonction pour I'instant incon- 
nue : 

ds = longueur^ (dx) 
= distance (x, x + dx) 

= Q{x; dx). 

J'admettrai, en second lieu, que la longueur de Telement lineaire, 
abstraction faite des quantites du second ordre, reste invariable, lorsque 
tous les points de cet element subissent un meme deplacement infini- 
ment petit, ce qui implique en meme temps que, si toutes les quantites 
dx croissent dans un meme rapport, I'element lineaire varie egalement 




Ici seulement — mais exclusivement a niveau infinitesimal — , Riemann 
utilise I'hypothese enigmatique d'apres laquelle les lignes possedent une 
longueur independamment de leur position. Ainsi, la longueur de dx doit 
etre conservee lors de tout deplacement euclidien E qui est restreint a un 
voisinage infinitesimal de x : 

longueur((ix) = longueur ( E" (dx) ) . 

75. Dans le § 100 p. 12661 sq. ci-dessous que le lecteur est invite a lire en parallele 
pour de plus amples eclaircissements (cf. aussi |167|, pp. 409-412), Engel et Lie reex- 
priment les raisonnements de Riemann en utilisant un langage purement analytique. Par 
ailleurs, dans la recherche d'une expression fonctionnelle pour la metrique, ils traitent si- 
multanement du cas local fini, inspire de leur theorie des invariants, et du cas infinitesimal 
(Riemann). 

76. Cette notation utilisee depuis le IS™*^ siecle et reprise par Gauss, refere a la lon- 
gueur d'un element d'arc infinitesimal d'une courbe tracee dans le plan ou dans I'espace. 
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Done dans Tinfiniment petit, la metrique reeherehee semble etre suppo- 
see eomme devant etre euclidienne, ce qui equivaut a dire — on peut le 
demontrer — que la metrique est donnee par une forme quadratique diffe- 
rentielle positive. Mais ce serait bruler les etapes et omettre de decouvrir 
de nouveaux noyaux conceptuels possibles dans le graphe problematique 
et virtuel des concepts metriques. 

En effet, Riemann ne se sert en fait de son hypothese mysterieuse 
(demandant que chaque ligne puisse etre mesuree par toute autre ligne) 
que pour en deduire que la longueur d'un multiple entier fini k dx de dx 
est egale a k fois la longueur de et aussi en meme temps, que la 

longueur de — dx0 s'identifie a la longueur de dx. 

Ensuite, par un argument de continuite qui pourrait consister a faire 
tendre k vers I'infini tout en rapetissant dx afin que k dx demeure une quan- 
tity infinitesimale, Riemann semble en deduire que la fonction Vl{x] dx) 
pourra etre n'importe quelle fonction homogene du premier degre en dx, a 
savoir qui satisfait0 : 

VL{x] Xdx) = \\\fl{x; dx), 

pour tout nombre reel fini A. Or cette nouvelle conclusion provisoire ne 
necessite absolument pas que les rapports metriques soient euclidiens 
dans r infinitesimal. En effet, cette propriete demande seulement que les 
longueurs se dilatent dans 1' infinitesimal de maniere purement homothe- 
tique — exigence minimale qui laisse encore disponible une tres grande 
generalite. On peut done dire qu'a cet endroit-la (bien qu'il semble en 
avoir ete clairement soucieux), Riemann n'a pas reellement pris le temps 
de resserrer les hypotheses minimales qui conduisent aux metriques dites 
de Finsler, nettement plus generales que les metriques riemanniennes 

La poursuite du raisonnement marque alors un revirement inattendu 
de la speculation, puisqu'apres fixation d'un point-origine (a;?, . . . , , 
Riemann cherche maintenant une fonction non infinitesimale du lieu : 

fi^xi, . . . , Xrti Xi, • • • , a^„) 

77. — en effet, k dx s'obtient en mettant bout a bout k copies de dx dans la meme 
direction que le dx de depart [voir le diagramme), et chacune de ces copies est tout sim- 
plement obtenue par une translation parallele a dx dans le voisinage infinitesimal de x — 

78. — qui se deduit de dx par une transformation euclidienne standard, la sy me trie 
orthogonale par rapport a I'hyperplan orthogonal a dx, — 

79. Riemann sous-entend intuitivement qu'une telle fonction est en quelque sorte 
semi-explicite, voire localement developpable en serie entiere par rapport a dx, puisqu'il 
se la represente comme une fonction homogene du premier degre en les quantites dx 
« dans laquelle les constantes arbitraires seront des fonctions continues de x ». 
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dont les ensembles de niveau {x : Q{x] x°) = const.} s'identifient aux 
lieux equidistants de I'origine. En fait, ce retour au niveau macroscopique 
local fini va permettre de se rapprocher en pensee des differentielles qua- 
dratiques qui generalisent les metriques gaussiennes, car il est alors tout a 
fait naturel que la premiere dijferentielle par rapport a x d'une telle fonc- 
tionr2(a;; doivenecessairement s'annuler0pour x = puisque toute 
notion de distance que Ton peut s'imaginer doit evidemment atteindre son 
minimum, egal a 0, au point de reference x = x^.he quadratique (ordre 2) 
comme successeur du lineaire (ordre 1) s'introduit done seulement a tra- 
vers le principe de stabilite existentielle des minima. On notera que presque 
immediatement apres avoir voulu passer au macroscopique, Riemann rein- 
finitesimalise le raisonnement en considerant la differentielle d^Vt^x^] x^). 

Puisque cette premiere differentielle dx^{x'^] x^) s'annule, le com- 
portement quantitatif de Vl{x; lorsque x parcourt un voisinage infini- 
tesimal de sera entierement represente par sa dijferentielle seconde : 



Par construction, cette differentielle seconde donne done une bonne ap- 
proximation de type Taylor- Young pour la valeur : 

+ dx] x^) - x°) = + dx] x^) - 

= longueur^o {dx) 



A present, nouvelle bifurcation d' hypotheses : si tous les coefficients 
dx dx (^°' cette differentielle seconde s'annulent, le developpement 

devra se poursuivre jusqu'aux termes d'ordre 3. Mais comme tout produit 
dxidxjdxk de degre trois entre differentielles change de signe quand on 
change dx en —dx, et comme la fonction distance recherchee doit force- 
ment etre positive, il en decoule que dans ce cas, la differentielle troisieme 
d^D.{x^; a:°) doit done necessairement s'annuler. Ainsi, on doit alors tester 
si la differentielle quatrieme ne s'annule pas, et ainsi de suite. 

En toute generalite, ce raisonnement qui presuppose I'analyticite de la 
fonction Vt, montre que la metrique infinite simale recherchee doit s'identi- 
fier a la racine 2A;-ieme d'une expression homogene de degre 2k toujours 

80. Si une fonction lj = , . . . , a;„) de n variables possede une derivee partielle 
^ qui ne s'annule pas en un point a;°, alors lo croit ou decroit strictenient (selon le signe 
de cette derivee partielle) le long d'un petit segment affine parallele a I'axe des Xi qui 
passe par . 
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positive dont les coefficients sont des fonctions de x : 



n 



ds 




Sans perte de generalite, on peut supposer que de tels coefficients uji^^...,i2^ 
sont completement symetriques par rapport a leurs indices inferieurs, a 
savoir : 



pour toute permutation a de 1' ensemble {1, . . . , 2k}. 

Le cas le plus simple est bien sur celui des formes differentielles qua- 
dratiques {2k = 2), pour lequel le carre ds^ de la longueur d'un element 
infinitesimal quelconque de coordonnees non toutes nuUes (dxi , . . . , dxn) 
base en un point (xi , . . . , Xn) est donne par une expression du second ordre 
en les dxi : 



a coefficients des fonctions arbitraires gij = gj^i de x, de telle sorte que la 
somme ne prenne que des valeurs strictement positives. 

En conclusion, la genese des metriques riemanniennes transcende tout 
acte de postulation axiomatique a posteriori. Problematisante, la genese 
riemannienne procede par specification progressive d'hypotheses qui sont 
hierarchisees en ordre de generalite. Chaque choix engage la pensee dans 
un nouvel irreversible- synthetique. 

La copresence de ces bifurcations speculatives indique I'ouverture 
collaterale permanente de la pensee madiematique. Au sein meme du 
concept final de differentielle quadratique infinitesimale positive, le de- 
gre de liberte et d'arbitraire dans le choix des fonctions gij{x) maintient 
I'ouverture intrinseque du concept et le predispose a une plasticite remar- 
quable, confirmee par sa capacite a heberger des theories physiques aussi 
variees que la cristallographie, la mecanique des milieux continus, ou en- 
core la theorie de la relativite generalisee. 

1.18. Surfaces de courbure constante. Le travail de Gauss sur la theorie 
intrinseque des surface a trouve des continuateurs ( 111281 [I34ll89l ) a I'Uni- 
versite de Dorpat, maintenant Tartii, une ville de langue germanique situee 
dans une province estonienne. Senff a public en 1831 les formules qu'on 
attribue aujourd'hui a Frenet[3; Peterson a soutenu en 1853 une these sur 

81. Pour une excellente presentation de la theorie des courbes et des surfaces dans 
I'espace a trois dimensions, nous renvoyons aux le9ons de Do Carmo 1361 . Les aspects 
philosophiques fins de 1' emergence de la theorie des surfaces de Gauss ne pourront pas 
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les equations aujourd'hui attribuees a Mainardi-Codazzi ; et surtout Min- 
ding, figure la plus influente, a travaille sur le developpement des lignes 
courbes a I'interieur de surfaces courbes, a introduit le concept de cour- 
bure geodesique, et a etudie les surfaces dont la courbure gaussienne est 
constante. 

Pour ce qui nous interesse, Minding a su exprimer la metrique gaus- 
sienne d'une surface de courbure constante n > sous la formeo norma- 
lisee suivante : 

ds'^ = dp^ + sin p^/k^ dq^ 
ou lorsque —k<0 sous la forme : 



ds"^ = dp^ + sinh p^/n) dq^ 

Le cas de la courbure nuUe s'obtient en prenant la limite, lorsque k tend 
vers zero, de chacune de ces deux formuleslH et Ton retrouve ainsi I'ex- 
pression de la metrique pythagoricienne en coordonnees polaires (rayon p, 
angle q) : ds^ = dp^ + p^dq^. 

Une autre expression normalisee des metriques gaussiennes de cour- 
bure constante etait tres vraisemblablement connue de Riemann, et elle 
possede I'avantage remarquable, par rapport aux formules precedentes, de 



etre abordes ici, et nous bornerons notre analyse a Fexamen resume de la fa9on dont 
Riemann semble etre parvenu au concept de courbure, en nous basant sur Weyl ( II169I 
TM ) et sur Spivak (Ull). 

82. Lorsque le ds^ est representee en coordonnees polaires geodesiques sous la 
forme normalisee ds^ = dp^ + G(p, q) dq^, sa courbure de Gauss s'exprime alors par 
la formule relativement simple : k = k{p) = ^djP ' '^^'^hant que le signe de la 
derivee seconde change suivant qu'on a affaire au sinus (tout court) : -^{soip^/k) — 

— ^fn' sinp-y/K, ou au sinus hyperbolique : ^^(sinhpy^) = ^Jl? sinhpy^, on re- 
trouve effectivement k dans le premier cas, et — k dans le second cas. 

83. Rappelons que sint = t — i + • ■ ■ et que sinht = f + i t'^ + • • • , d'ou 

limK;-i.o -7^ smp^JH = p et aussi lim^-yo -7^ sinhpy^ = p. 
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1.19. Courbure sectionnelle de Riemann-Christoffel-Lipschitz 



ne pas contraindre a distinguer plusieurs cas0 : 



Dans son Habilitationsvortrag, la seule formule significative que Riemann 
osera signaler a son auditoire d'universitaires issus de tous les horizons 
sera la generalisation evidente de cette expression a la dimension n quel- 
conque : 

dxl + ■ ■ ■ + dx'^ 



ds' 



I 2 ' 



dans laquelle on pent immediatement relire la formule precedente en ega- 
lant a zero [n — 2) variables Xi. 

1.19. Courbure sectionnelle de Riemann-Christoffel-Lipschitz. Ques- 
tion : en passant a la dimension quelconque n ^ 2 et pour des metriques 
quelconques, pourquoi Riemann a-t-il envisage de prolonger la theorie de 
Gauss sous Tangle de la courbure dite sectionnelle, c'est-a-dire en section- 
nant les multiplicite de dimension n par des surfaces de dimension 2 ? La 
Commentatio (cf. note p. [5]) foumit une reponse qui temoigne clairement 
de I'enracinement de cette genese dans la matrice du tridimensionnel. 



Lexpression ^/^bZTdsTdsJ peut etre envisagee comme I'ele- 
ment lineaire dans un espace generalise de n dimensions transcendant 
notre intuition. Si dans cet espace on trace toutes les lignes les plus 
courtes issues du point (.si, S2, . . . , s„), dans lesquelles les elements 
initiaux de variation des s sont comme les rapports adsi + /35si : ads2 + 
pSs2 ■ ■ ■ : adsn + /3(5s„, ou a et /? designent des quantites arbitraires, 
alors ces lignes constituent une surface qui peut etre developpee dans 
I'espace de notre intuition communeH |131| , p. 382. 



84. Lorsque le ds^ est represente en coordonnees isothermes sous la forme norma- 
Lisee : ds^ = X^{u, v) [du^ + dv"^] , la courbure est donnee par une formule que Gauss 
possedait deja en 1822 : 

et qui apparaissait dans son Copenhagen Preisschrift sur les applications conformes qui 
lui a valu le prix de rAcademie de Copenhague ( 1891 ). L' application de cette formule 
generate dans le cas oil = -j + k{x\ + x^) fournit effectivement la constante k, quel 
que soit le nombre reel k, fixe a I'avance. 

85. Expressio y/^b^^^Jds^jisi/ spectari potest tanquam elementum lineare in spa- 
tio generaliore n dimensionum nostrum intuitum transcendents. Quodsi in hoc spatio a 
puncto (si, S2, . . . , s,i) ducantur omnes lineae brevissimae, in quarum elementis initia- 
Ubus variationes ipsarum s sunt ut adsi + f3Ssi : ads2 + P5s2 : • • • : adsn + I35sn, 
denotantibus a et /3 quantitates quaslibet, hae lineae superBciem constituent, quam in 
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Necessite pour la pensee, pour la conception, et surtout pour Vintuition : 
necessite de ressaisir la courbure sous un angle bidimensionnel et gaussien, 
car le pluridimensionnel nous transcende. Etonnant coup de chance rie- 
mannien que confirmera pleinement la reinterpretation tensorielle : tous les 
invariants d'ordre deux d'une metrique quadratique infinitesimale peuvent 
etre obtenus en se restreignant a des surfaces qu'on inscrit dans la variete 
et qu'on oriente a volonte dans des directions arbitraires. 

Toutefois, la reduction s'arrete a la dimension 2, car le tranchage par 
des objets de dimension 1 rend la courbure invisible. En effet, chaque 
courbe (au moins de classe est intrinsequement equivalente (isome- 
trique[3) a un simple segment de droite : la regression en dimension du 
caractere intrinseque de la courbure doit s'arreter net a la dimension 2. Et 
inversement, le passage de la dimension 1 a la dimension 2 imposait un saut 
qualitatif inattendu que Gauss avait su decouvrir : naissance de la courbure 
intrinseque des surfaces, courbure qui demeure ponctuellement invariable 
dans toute transformation isometrique, alors que toutes les lignes tracees 
dans une surface sont depossedees de toute rigidite intrinseque. 

Par ailleurs, la decouverte de Gauss aurait pu faire croire qu'en di- 
mension n ^ 3, d'autres phenomenes specifiques et d'autres invariants in- 
attendus nouveaux emergeraient, qui seraient eux aussi propres aux dimen- 
sions superieures. Peut-etre meme sans qu'il s'en soit reellement doute, 
Riemann a-t-il ete conduit a entrevoir la bidimensionnalite pure de la cour- 
bure. Seuls les travaux de Lipschitz et de Christoffel confirmeront cette 
intuition. Impossible done de se faire une idee a priori de 1' intrinseque qui 
I'exempte de I'imprevisibilite contingente des necessites laterales inscrites 
dans des modalites hypothetiques. 



spatium vulgare nostra intuitui subjectum evolvere licet. Ici, les deux elements infini- 
tesimaux {dsi,ds2, ■ ■ ■ , dsn) et {Ssi,ds2, ■ ■ ■ , Ssn) bases en un point de coordonnees 
(si, S2, . . . , Sn) sont supposes etre lineairement independants, et la combinaison lineaire 
generate : 

(adsi + pSsi, ads2 + /3(5s2, ■ • • , ctdsn + PSsn) 

comprend alors tous les elements lineaires contenus dans le plan qu'ils engendrent. Rie- 
mann considere done la surface locale et finie qui est obtenue en integrant toutes les 
geodesiques issues du point dans toutes ces directions et il s'imagine alors qu'une telle 
surface, interne a la multiplicite (variete) initiate, pourrait en etre extraite afin de se rea- 
User visuellement dans un espace tridimensionnel auxiliaire. A partir de cet extrait, on 
pourrait meme s'imaginer que I'invention riemannienne de la courbure par sectionnement 
obeissait a simple exigence d' appropriation intuitive. 

86. — grace a la parametrisation par longueur d'arc, ou a la rectification d'un lacet 
par le geste physique — 



44 



1.19. Courbure sectionnelle de Riemann-Christoffel-Lipschitz 



En toute dimension n ^ 2, Riemann va done approeher le eoneept de 
courbure par sections de surfaces, domaine oii la theorie de Gauss s'appli- 
quera. C'est peut-etre cette idee fondamentale qui a guide le mysterieux 
calcul que la Commentatio {cf. note p. [5]) nous transmet sans details inter- 
mediaires : faire vivre le bidimensionnel gaussien dans le multidimension- 
nel. 

Solent en effet x = (xi, . . . ,Xn) des coordonnees (numeriques) lo- 
cales dans lesquelles le carre ds'^ de la longueur de 1' element lineaire 
{dxi, . . . ,dxn) base au point x s'exprime par I'expression quadratique 
Yl^j=i 9i,j{x) dxidxj, le point central etant I'origine = (0,...,0). 
Riemann commence par effectuer un simple developpement de Taylor a 
I'ordre deux de tous les coefficients metriques : 

k=l k,l=l " ' 

Principe mathematique absolu : contracter, eliminer les termes superflus, 
rendre visible I'etre dans sa plus simple expression. Tout d'abord, la dia- 
gonalisation des formes quadratiques definies positives a coefficients reels 
permet immediatement, quitte a effectuer au prealable un changement li- 
neaire de coordonnees, de supposer qu'on a a I'origine gij = 6ij, d'oti : 

n 

fi'ij(O) dxidxj = dx\ + ■ ■ ■ + (ix^. 

Si Ton introduit ces grandeurs, alors, pour des valeurs infiniment 
petites des x, le carre de Telement lineaire sera = Y.'^x'^ ; terme de 
I'ordre suivant dans ce carre sera egal a une fonction homogene du se- 
cond degre des n^^yi grandeurs {xidx2 - X2dxi), (xidx^ - xsdxi), . . ., 
c'est-a-dire qu'il sera un infiniment petit du quatrieme ordre ; de telle 
sorte que Ton obtient une grandeur finie en divisant ce terme par le 
carre du triangle infiniment petit dont les sommets correspondent aux 
systemes de valeurs (0,0,0,...), (a;i,x2,a;3, . . . ), {dxi,dx2,dx3, . . .) 
des variables. |132| , p. 289. 

D'apres Weyl I1169II et Spivak [I153II . il semblerait que le principe de norma- 
lisation que Gauss avait elabore en termes de coordonnees isothermes ait 
ete repris et generalise par Riemann. Aucun element manuscrit ne nous est 
parvenu mais Ton peut penser[3 que Riemann se soit propose d' examiner, 
en dimension n ^ 3, ce qui devait correspondre au lemme de Gauss sur 

87. C'est la toute la limite de I'histoire des mathematiques lorsque, trop pauvre en 
documents, mais consciente de la complexite des situations et de la richesse eventuelle 
des echanges purement verbaux entre acteurs, elle se trouve reduite a emettre une variete 
de conjectures qui finissent a terme par circonscrire toutes les eventualites d'un reel perdu. 
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I'orthogonalite des geodesiques. En tout cas, notons M la variete rieman- 
nienne, Axons un point p E M et considerons n vecteurs Xi(p), . . . , X„ (p) 
dans I'espace tangent TpM a M en p qui forment une base orthonormee de 
TpM. L' application exponentielle locale ( [|153|. l37ll') : 

exp : TpM M 

envoie tout vecteur X(p) de norme riemannienne g{X(p), X{p)y/'^ suffi- 
samment petite sur le point qui est situe a la distance g{X(p), — 
egale a cette norme — sur 1' unique geodesique issue de p et dirigee par 
X{p). Cette application definit un diffeomorphisme local de TpM sur M 
qui envoie I'origine G TpM sur p. Si Ton note maintenant tp : TpM — )■ 
M" I'isomorphisme de TpM avec M" qui est automatiquement foumi avec 
la base orthonormale : 



TpM^ 



cxp 

M 



'ljj{xiXi{p) H h XnXnip)) := {Xi,..., Xn) 



alors r application tp o exp~^ fournit un systeme de coordonnees locales 
(xi, . . . ,Xn) sur M qui sont appelees coordonnees riemanniennes nor- 
males. Toute autre base orthonormee de TpM fournirait un systeme essen- 
tiellement equivalent de coordonnees locales. L'avantage principal de ces 
systemes de coordonnees est de donner I'acces le plus direct aux quantites 
(tensorielles) de courbure, grace a I'enonce suivant, dont nous ne reconsti- 
tuerons pas la demonstration. 

Proposition. ( [|132[[l69lll53ll ) Dans tout systeme de coordonnees rieman- 
niennes normales { ), le developpement de Taylor en x = des 
coefficients gij{x) de la metrique : 

9i,j{^) = Si J + 1 Yl ""^^^ + ■ ■ ■ ' 

k,l=l ^ ' 

supprime tons les termes ^^(0) d'ordre 1 et fait apparaitre des termes 
d'ordre deux : 

^2 



^ OXkOXi 

qui satisfont les relations de symetrie indicielle evidentes^ . 

^i,j;k,l ^j,i;k,l ^i,j;l,k 



puisque gi j = gj^i et que les deux derivees partielles commutent. 
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1 .20. Caracterisation des varietes localement euclidiennes 



ainsi que les symetries indicielles non triviales : 

Alors dans ces conditions, le developpement de Taylor a I'ordre deux de la 
metrique quadratique infinitesimale : 



gij{x) dxidxj = dx\ + ■ ■ ■ + dx\+ 



+ I ^ ^ ^i,j;k,i {xidxk - Xkdxi) ■ [xjdxi - xidxj) 
i,j=i k,i=i 

peut etre reecrit, a un facteur | pres, comme une forme quadratique a 
coefficients Rij-k,i sur les coordonnees plUckeriennes : 



X/ dii^j 2,'2 



Xi, (1 ^ «! < 12 n) 



du 2-plan engendre par les deux elements infinitesimaux (xi, . . . , Xn) et 
{dxi, . . .,dxn). 

Precisions 1' interpretation geometrique. Riemann s'imagine un tri- 
angle infiniment petit variable (et surprenant) dans lequel non seulement 
{dxi, . . . , dxn), mais encore (xi, . . . , Xn) sont des quantites infinitesi- 
males. Si Ton note done ce deuxieme element infinitesimal {6xi, . . . , 6xn) 
avec un symbole 6 pour plus d'homogeneite conceptuelle, les termes 
d'ordre deux de la metrique s'ecrivent alors comme une certaine forme 
quadratique : 

n n 

I ^ ^ Rij;fc,/ {Sxidxk - Sxkdxi) ■ [dxjdxi - 6xidxj) 
i,j=i k,i=i 

en les coordonnees pliickeriennes dxi^dxi^ — dxi^dxi^ du 2-plan infinite- 
simal engendre par (dzi, . . . , dXn) et . . . , bases au point de re- 
ference. Pour obtenir la courbure de Gauss de la surface formee des geo- 
desiques dirigees par le 2-plan adx + (55x (a un facteur constant pres), 
il suffit de diviser cette expression par le carre de I'aire infinitesimale du 
triangle 0, dx, 5x. II est quasiment certain que Riemann s'est inspire de 
I'enonce similaire en dimension 2 connu par les continuateurs de Gauss, 
et nous pouvons conclure que c'est V exigence de representation intuitive 
d'une multiplicite par des tranches bidimensionnelles qui a conduit Rie- 
mann vers la courbure sectionnelle. 
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1.20. Caracterisation des varietes localement euclidiennes. Le develop- 
pement de Taylor dans des coordonnees geodesiques riemanniennes nor- 
males offre I'acces le plus direct aux composantes de courbure, mais cette 
approche presente 1' inconvenient d'etre confinee a un seul point. Dans la 
deuxieme et derniere partie de la Commentatio ( II131II . pp. 380-383), Rie- 
mann cherche a reduire I'equation differentielle de la conduction de la cha- 
leur : 

Ed / ^ du\ du 
d^X^ '^dTj ^ dt 

i j 

a une forme la plus simple possible. II ramene alors ce probleme a la trans- 
formation d'une metrique quadratique : 

en une metrique plate euclidienne Yin t' (^i, i' ds^ds^' dont tous les a^, sont 
constants, metrique qui est done equivalente a dsf + ■ • ■ + dsf^. Par un 
calcul assez elliptique, Riemann trouve la condition necessaire que pour 
toute collection de quatre indices l, l' , l", l" , I'expression suivante : 

ds^ids^f/f dsi,dsi," ds^ids^n ds^ds^'n 

V, v' 

doit s'annuler identiquement, ou S = det t') et ou (^-^) est I'in- 
verse de . Aucun argument ne vient supporter I'affirmation implicite 
que cette condition est aussi necessaire, bien que V Habilitationsvortrag ait 
enonce une telle reciproque^. Ensuite, Riemann designe par la notation : 

/ I II iii\ 

[U , L i ) 



89. Spivak 111531 elabore cinq demonstrations distinctes de cet enonce fondamental. 

Theoreme. Si (Af , g) est une variete riemannienne de dimension n ^ 2, les trois condi- 
tions suivantes sont equivalentes : 

• (M, g) est localement isometrique a R" muni de la metrique euclidienne ; 

• toutes les composantes Aijk du tenseur de courbure s'annulent identiquement ; 

• en tout point, la forme quadratique de Riemann- Christojf el s'annule identique- 
ment ; 

• en tout point, la courbure sectionnelle de Riemann-Gauss s'annule suivant au 
moins "("^"^) directions superficielles independantes. 
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le membre de droite de cette equation et en quelques lignes « cryptiques », 
il pretend que la variation seconde de la metrique : 

66 t/ (ist ds^> — 2d6 6^ l> ds^ ds^' + dd 6^ l> 6s^ 63,,' 

peut etre reecrite de fa9on a faire apparaitre ces expressions a quatre in- 
dices : 

(II) = (ii', (^ds^6s^' — ds^'6s^) (^ds^"6s^"i — dsi,f>f6si,f>) . 

Plus encore, le quotient de cette expression par 
il est un invariant 

1 '-"'•'") {ds,6s,> - ds,,6s) [ds,i,6s,in - ds,>»6s,») 

b,^,ids,ds,i Yl b,^, I 6s, 6s, I - [Y K,,'ds,6s,i 

Ces affirmations sont enoncees de maniere tellement elliptique et sans au- 
cune verification que nous n'avons pas d' autre possibilite que de nous ima- 
giner que Riemann en controlait deja parfaitement la justesse en dimension 
deux, grace aux travaux de Gauss, Minding, Peterson. 



Chapitre 2 : 
La mobilite helmholtzienne de la rigidite 



2.1. Le probleme de Riemann-Helmholtz. Dans le plan de son Habi- 
litadonsvortrag, apres avoir exprime son intention d'elaborer un concept 
general de multiplicite continue, Riemann annonce qu'il se preoccupera 
d'appliquer ces considerations abstraites a V« espace ». Chez les geometres 
du 19^^^ siecle, ce nom est strictement reserve a V« espace physique reel » 
tridimensionnel et euclidien. 

Rappelons notamment qu'au debut des annees 1820, Gauss a ete 
conduit a mesurer le tres grand triangle geodesique (et terrestre) Brocken - 
Hohehagen - Inselberg dans la campagne du royaume de Hannovre afin de 
« tester » la nature euclidienne de I'espace physique ( I1144|i[l46ll ). A cette 
epoque-la. Gauss venait d'etre nomme conseiller scientifique des gouver- 
nements de Hanovre (dont dependait Gottingen) et du Danemark pour 
I'etablissement geodesique du cadastre, et il etait deja en pleine possession 
de sa theorie (extrinseque) des surfaces. Aussi Riemann sait-il pertinem- 
ment que les proprietes par lesquelles I'espace physique se distingue de 
toute autre multiplicite abstraite a trois dimensions ne peuvent en effet etre 
empruntees qu'a V experience. 

De la surgit le probleme de rechercher les faits les plus simples au 
moyen desquels puissent s'etablir les rapports metriques de I'espace, 
probleme qui, par la nature meme de I'objet, n'est pas completement 
determine ; car on peut indiquer plusieurs systemes de faits simples, 
suffisants pour la determination des rapports metriques de Tespace. 
[132], p. 281. 

Ainsi, pour decider quelle est « la » geometric de V« espace », I'experience 
est susceptible de trancher, mais a I'avance, par des considerations de 
geometric pure, on peut rechercher mathematiquement les hypotheses les 
plus naturelles et les plus simples qui puissent caracteriser completement 
cette notion d'« espace physique », notion qui semble nous etre donne dans 
I'evidence de son euclideanite presente. C'est done dans le passage cite a 
I'instant, extrait du plan de V Habilitationsvortrag, qu'est formule (impli- 
citement) le celebre : 

Probleme de Riemann-Helmholtz . 
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2.2. Incompletudes riemanniennes 



« Probleme » et non « theoreme », parce que ni Riemann ni Helmholtz ne 
I'ont reellement resolu, ce probleme demande precisement par quelles pro- 
prietes I'espace euclidien tridimensionnel muni de la metrique pythagori- 
cienne pourrait etre caracterise parmi toutes les geometries possibles. Mais 
au moment de soulever la question, Riemann etait certainement tres loin 
de soup^onner I'incroyable diversite des geometries que Sophus Lie allait 
decouvrir par des procedes algebriques uniformes, engendrant malgre lui, 
a la suite du fameux Programme d'Erlangen ( [|85ll ). une proliferation de 
groupes et de sous-groupes de transformations (Chapitre 5). 

Le probleme surgit de lui-meme : necessite sybilline, assertion meta- 
mathematique, vision d'une question adequate. Riemann, comme on le 
salt, suit tous les fils d'Ariane de I'ouverture. A la donation d'un sens uni- 
voque dans 1' experience physique du monde repond done la surrection ar- 
ticulee des questionnements mathematiques purs. Fait d'« experience ma- 
thematique » : les hypotheses abstraites possibles sont soumises a la varia- 
tion, a la diversite, a la multiplication, a la ramification, et a I'eclatement. 

Ces faits, comme tous les faits possibles, ne sont pas neces- 
saires; lis n'ont qu'une certitude empirique, ce sont des hypotheses. 
fT32) . p. 281. 

2.2. Incompletudes riemanniennes. Dans la troisieme et derniere partie 
de son Habilitadonsvortrag, Riemann annonce en quelques lignes qu'il a 
completement resoluQle probleme de caracteriser I'espace euclidien stan- 
dard parmi les multiplicites a trois dimensions munies d'une metrique qua- 
dratique infinitesimale definie positive. 

Premiere solution, la plus simple et la plus economique sur le plan de- 
monstratif : demander que la mesure de courbure sectionnelle soit nuUel 
en tout point suivant trois directions de surface independantesi. Autrement 



1. Deux raisons ont convaincu les mathematiciens des annees 1868 a 1890 que le 
probleme n' etait en fait pas completement resolu : 1) les assertions de Riemann n'ont 
jamais ete suivies de demonstrations detaillees, meme a titre posthume ; 2) les raisonne- 
ments de Helmholtz etaient entaches d'erreurs et d'imprecisions mathematiques. 

2. Q: le § 1.20 ci-dessus. 

3. A notre connaissance, I'examen du Nachlass n'a fourni aucun document exploi- 
table qui permette aux historiens des mathematiques de se faire une idee des demonstra- 
tions de Riemann. Contemporain de Klein, le bibliothecaire Distel de I'universite de Got- 
tingen savait en revanche que le Nachlass contenait des notes interessantes sur la theorie 
des nombres et sur la distribution des zeros de la fonction zeta de Riemann, definie par 
Ci^) — J2n>i ^ pour Res > 1 et que Riemann avait introduite dans I'espoir de de- 
montrer que le nombre des nombres premiers inferieurs a un entier n ^ 2 se comporte 
asymptotiquement comme l^Eil^ ou mieux encore (Gauss), comme le logarithme integral 
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dit, I'espace est localement euclidien si et seulement si sa courbure rieman- 
nienne s'annule identiquement. Dans ce cas, le theoreme de Pythagore est 
alors satisfait pour tous les triangles rectangles finis situes dans n'importe 
quelle surface totalement geodesique, et aussi, la somme des angles de tout 
triangle quelconque est egale a vr. 

Deuxieme « solution » : Riemann affirme que I'existence d'un groupe 
de mouvements isometriques qui permet de transferer un element de sur- 
face quelconque base en un point vers un autre element de surface quel- 
conque situe en un autre point arbitraire implique la constante de la mesure 
de courbure sectionnelle. 

Si Ton suppose, en second lieu, comme Euclide, une existence 
independante de la position, non seulement pour les lignes, mais en- 
core pour les corps, il s'ensuit que la mesure de courbure est partout 
constante, et alors la somme des angles est determinee dans tous les 
triangles, lorsqu'elle Test dans un seul. 11321 , p. 294. 

L' argument intuitif est simple : un corp rigide bidimensionnel maxima- 
lement mobile suffira pour propager partout dans la multiplicite la cour- 
bure sectionnelle qu'il possede. Toutes les surfaces geodesiques en tout 
point orientees dans toute direction ont la meme courbure : la courbure 
est constante. Alors dans cette circonstance et dans des coordonnees geo- 
desiques normales adequatesH Riemann represente la metrique par une 
formule (deja mentionnee) invariante symetrique par rapport a toutes les 
variables : 

' " [l + t(x? + --- + x2)]^' 

dans laquelle k est une constante reelle, que Ton peut meme supposer 
apres dilatation etre egale a —1 (geometric hyperbolique), a (geometric 
euclidienne) ou a 1 (geometric spherique). Dans un autre passage, Riemann 
foumit quelques explications. 



I2 En 1932, apres des tentatives de Bessel-Hagen, Siegel a etudie soigneuse- 

ment ces notes manuscrites et il en a reorganise le contenu dans un memoire de refonte 
generate [14811. Toutefois, d' apres Siegel : «In Riemanns Aufzeichnungen zur Theorie 
der Zetafunktion linden sich nirgendwo druckfertige Stellen ; mitunter stehen zusammen- 
hanglose Formeln auf demselben Blatt ; haufig ist von Gleichungen nur eine Seite hin- 
geschrieben; stets fehlen Restabschatzungen und Konvergenzuntersuchungen, auch an 
wesentlichen Punkten ». 

4. Dans |169| , Weyl a reconstitue les calculs qui auraient pu conduire Riemann a 
cette expression. 
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2.3. Rendre objectives les proprietes de la geometrie 



Le caractere commun de ces varietes dont la mesure de courbure 
est constante, peut aussi etre exprime en disant que les figures peuvent 
se mouvoir0sans elargissement [Dehnung] en elles. Car il est evident 
que les figures en elles ne pourraient pas coulisser [verschiebar sein] et 
pivoter [drehbar sein] librement, si la mesure de courbure n'etait pas la 
meme en chaque point et dans toutes les directions. Mais d'autre part, 
les rapports metriques de la variete sont completement determines par 
la mesure de courbure ; done les rapports metriques autour d'un point 
et dans toutes les directions sont exactement les memes qu'autour d'un 
autre point, et par consequent, a partir de ce premier point, les memes 
constructions peuvent etre transferees, d'ou il s'ensuit que, dans les 
varietes dont la mesure de courbure est constante, on peut donner aux 
figures chaque position quelconque. | 132| , p. 281 . 

Toutefois, au-dela du niveau intuitif, la conceptualisation mathematique ri- 
goureuse de ces affimiations demeure essentiellement problematique pour 
Engel et pour Lie. Riemann semble exprimer que I'exigence d'apres la- 
quelle la mesure de courbure doit etre partout constante possede la meme 
signification que certaines exigences concemant la mobilite des figures. 
Dans un premier temps, Engel et Lie cherchent a restituer I'enchainement 
des idees de Riemann d'une maniere quelque peu plus precise, «quoique 
non absolument precise », ajoutent-t-ils immediatement. 

Riemann cherche, parmi les varietes dont la longueur d'un ele- 
ment courbe a la forme (5), toutes celles dans lesquelles les figures 
peuvent occuper chaque position quelconque, c'est-a-dire, dans les- 
quelles les figures peuvent coulisser et tourner, sans subir d'elargis- 
sement. II parvient a ce resultat que les varietes dont la mesure de 
courbure est constante en tous lieux sont les seules dans lesquelles les 
figures sont mobiles de cette maniere. p. |268l ci-dessous. 

Plusieurs problemes de conceptualisation se dessinent done : qu'est- 
ce que le «mouvement»? Qu'entend-on par « figures »? Que veut dire 
« coulisser » ? Que veut dire « tourner » ? Que veut dire « sans subir d' elar- 
gissement » ? C'est le physicien allemand Hermann von Helmholtz qui va 
tenter en 1868 de donner un sens mathematique precis a ces notions intui- 
tives. 

2.3. Rendre objectives les propositions de la geometrie. Selon LieU le 
merite principal de Helmholtz par rapport a Riemann est d' avoir expresse- 
ment construit la geometrie en stipulant un certain nombre d' axiomes (non 



5. Note de Engel et Lie : « Ici a vrai dire, Riemann aurait meme du ajouter le mot 
'Ubrement' ». 

6. En parallele, le lecteur pourra decouvrir les Remarques preliminaires a la Divi- 
sion V, traduites en fran9ais p. ll53l sq. ci-dessous. 
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problematisants) qui se rapportent a des collections de points finiment eloi- 
gnes les uns des autres, sans utiliser la notion d' element d'arc infinitesimal, 
et sans admettre de pouvoir disposer de la theorie de I'integration. Autre 
merite de cette methode neuve : Helmholtz est le premier a avoir opere 
avec la famille des mouvements de I'espace (a trois dimensions), tout en 
I'interpretant comme famille de transformations de la variete numerique 
sous-jacente. On trouve en effet chez Helmholtz les tous premiers concepts 
embryonnaires pour I'edification d'une theorie mathematique des groupes 
de mouvements dans I'espace, et il est tres probable que son memoire a 
ete la pierre angulaire d'inspiration, de motivation, et de problematisation 
lorsque, deux ou trois annees plus tard, Klein et Lie coUaborerent a I'ela- 
boration du Programme d'Erlangen ([{85l) 

Fortement stimule par la publication posthume tres recente de 
V Habilitationsvortrag de RiemannH Helmholtz declare dans son me- 
moire ll72ll de juin 1868 qu'il conduit en prive depuis de nombreuses 
annees des reflexions techniques sur la notion d'«espace». II se felicite 
aussi de trouver comme compagnon de pensee, dans ces investigations 
delicates sur les fondements de la geometric, un mathematicien de I'enver- 
gure de Riemann, et il propose de presenter a la kdniglische Gesellschaft 
der Wissenschaften zu Gotdngen un systeme alternatif d'axiomes afin de 
developper une autre vision du probleme mathematique de I'espace. 

Pour Helmholtz qui a travaille sur la physiologic et 1' anatomic de 
I'oeil, la question de I'origine et de la nature essentielle de nos intuitions 
generales de I'espace est primordiale. Plus precisement, il s'agit de de- 
terminer dans quelle mesure les propositions de la geometric possedent 
un sens qui est objectivement valide. Et a I'oppose, il s'agit de savoir aussi 
quelle est la fraction des definitions et des consequences des definitions qui 
depend seulement de 1' abstraction des descriptions mathematiques. Ces 
deux questions helmholtziennes ne peuvent certainement pas recevoir de 
reponse simple, car il y a un cercle mysterieux de correspondances intui- 
tives entre les representations ideales des objets geometriques purs et leur 
portrait physique approximatif, imparfait et defectueux. 

En tout cas pour Helmholtz — que Ton a pu considerer comme re- 
solument empiriste ( Il33ll34l ) — , notre intuition archaique, concrete, evi- 
dente et profondement non problematique des objets dans le monde phy- 
sique doit etre incarnee fidelement dans les sytemes axiomatiques de la 
geometrie pure. Le point de vue de Helmholtz est done celui d'un penseur 



7. En fait, il obtint une copie des notes manuscrites que Schering avail prises sur le 
travail de Riemann. Schering s'est vu attribuer la chaire de Riemann en 1866. 
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universel des sciences experimentales qui admet deux faits fondamentaux 
transmis par I'experience : 

1) la mesure de I'espace est et ne peut etre basee que sur 1' observation 
de congruences entre des objets@ ; 

2) toute forme de congruence demande pour son effectuation qu'il 
existe des corps rigides, fixes en eux-memes, et qu'on puisse les deplacer 
comme des regies sans qu'ils changent ni de forme, ni de longueurQ. 
L'espace ubiquitaire est comme le milieu terrestre : baigne d'une atmo- 
sphere invisible, il n'oppose en principe aucune resistance a la libre mobi- 
lite des regies mesurantes. Corps mesurant et corps mesure sont structurel- 
lement homologues, voire interchangeables. Dans ce monde homogene de 
corps rigides, I'essence fondamentale est la distance ; c'est aussi un prin- 
cipe d'equivalence ontologique. 

On a done affaire a une theorie essentiellement active de la mesure qui 
semble s'imaginer comme absolument necessaire un sujet porteur muni de 
regies et de reglettes, force de parcourir l'espace, depuis ses dimensions 
microscopiques jusqu'a ses dimensions astronomiques, afin de s'assurer 
par des moyens rigoureusement elementaires que les distances relatives 
entre certains villages, que la superficie d'un appartement, que les dimen- 
sions d'un meuble a la vente, ou celles d'une boite a bijoux, sont exactes 
au metre pres, au centimetre pres, au millimetre pres0. 

8. Par mise en congruence, il faut entendre tout procede concret par lequel les deux 
extremites d'un objet-etalon sont placees en coincidence avec une paire de points repe- 
rables sur I'objet a mesurer; ensuite si necessaire, I'etalon invariable de mesure doit etre 
reporte jusqu'a epuisement de I'extension de I'objet, un certain nombre de fois en fonc- 
tion de la taille de I'objet. Lorsque la longueur cherchee n'est pas un multiple entier de 
I'objet-regle utilise, graduations et subdivisions completent alors le defaut restant. L'ho- 
rizon microscopique borne rapidement I'effort de raffinement dans la mesure. Helmholtz 
affirme done clairement que I'ontologie sous-jacente au mesurable repose sur I'equiva- 
lence, sur la comparaison, sur la sommation finie et sur la (sub)division. Le caractere 
archimedien de l'espace physique provient de ce qu'il heberge des essences rigides aritli- 
metisantes. 

9. Sinon, si des corps mobiles devaient necessairement changer de longueur lors- 
qu'ils sont deplaces d'un lieu vers un autre — la modification de leur longueur pouvant 
d'ailleurs meme a priori dependre du chemin qu'on leur fait emprunter — , il serait ab- 
solument impossible de parler d'une longueur comme resultat invariable d'une pluralite 
de mesures. « Les axiomes geometriques ne concernent pas les relations spatiales per se, 
mais ils impliquent aussi le comportement mecanique de nos corps les plus rigides lors- 
qu'ils sont deplaces » (cite p. 531 de 1341 ). 

10. Ce point vue qui s'imagine une universalisation possible de I'empiricite ar- 
chaique est a distinguer nettement du point de vue de Riemann, pour lequel la metrique 
est intrinsequement donnee dans I' infinitesimal et ne necessite aucun parcours, ni meme 
aucun acte de mesure — si ce n'est pour estimer mathematiquement, par integration, la 
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Argument surprenant s'il en est : Helmholtz ecarte la rectilinearite des 
rayons de lumiere comme principe de reference pour la mesure, parce que 
les aveugles a qui les verites de la geometrie sont bien connues n'ont acces 
qu'aux congruences. 

Done je suppose des le debut que la mesure de I'espace soit pos- 
sible par des congruences determinees et je me propose comme but la 
tache de rechercher la forme analytique la plus generale d'une variete 
multiplement etendue dans laquelle soient possibles les mouvements 
ayant la constitution ainsi demandee. (7S], p. 41 . 

En fait, Helmholtz delimite pour ses recherches un objectif encore plus ci- 
ble, moins susceptible de I'exposer a I'inattendu mathematique : il cherche 
en effet a formuler des hypotheses physiquement evidentes (qu'on appel- 
lerait aujourd'hui axiomes) afin de retrouver seulement I'espace euclidien 
tridimensionnel comme concept compris sous de tels axiomes. Approche 
axiomatique ou recherche d'un theoreme d'unicite ? L'ambiguite est reelle, 
d'autant plus que la mise au point d'hypotheses specifiques qui impliquent 
I'euclideanite sera completement absorbee par la theorie des groupes conti- 
nus, qui montrera comment I'engendrement du divers deborde I'ontolo- 
gie naive des unicites initialement esperees (cf. le Chapitre 20 p. I160l ci- 
dessous). 

2.4. Les quatre axiomes de Helmholtz. Helmholtz reconnait que son 
approche qui consiste a introduire d'emblee la restriction de libre mobi- 
lite de corps rigides dans I'espace embrasse beaucoup moins de concepts 
que r analyse problematisante de Riemann (cf. le Chapitre 1). Toutefois, 
il semble etre embarrasse par I'extreme generalite des considerations abs- 
traites de Riemann, qu'il prefere envisager comme une tentative de caracte- 
riser I'espace euclidien tridimensionnel en recherchant les meilleurs hypo- 
theses suffisantes. Ainsi a-t-il etudie de pres la restriction finale de mobilite 
introduite par Riemann pour distinguer I'espace physique des autres multi- 
plicites possibles, et il s'est interroge sur la possibilite de placer au fonde- 
ment de la geometrie ce qu'il considerait comme la conclusion principale 
de la le§on d'epreuve de Riemann, a savoir : les proprietes de libre mobilite 

longueur d'une ligne courbe finie — puisque chaque dijferentielle infinite simale dx est 

d'emblee accompagnee de sa longueur attitree (X]"j=i 9ij{^) dxidxj) . Point cru- 
cial : aucun deplacement de corps ou de reglette n 'est requis. Plus precisement : dans 
toute metrique riemannienne ou finslerienne, I'essence metrique est deja decalquee sur 
r etendue comme le serait une infinite d' etiquettes millimetriques disposees en tout point, 
et dans toutes les directions issues d'un point. Mariage entre V intrinseque puret le champ 
physique possible ; « II faut done, ou que la realite sur laquelle est fonde I'espace forme 
une variete discrete, ou que le fondement des rapports metriques soit cherche en dehors 
de lui, dans les forces de liaison qui agissent en lui » ( II132L p. 297). 
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dont Riemann pretendait qu'elles impliquent la Constance de la courbure 
sectionnelle. En renversant completement I'ordre de pensee riemannienEl 
Helmholtz procede done presque d'une maniere purement axiomatique au 
sens modeme du ternie. Car en effet, au debut de son memoire [|75ll . quatre 
« axiomes » concernant la notion d'espaceQ, sont explicitement formules 
et admis comme hypotheses dans les demonstrations qui suivent. 

I : Axiome de multiplicite numerique et de continuite des mou- 
vements. Les elements individuels (points)d'une multiplicite a n dimen- 
sions peuvent etre specifies par la mesureij de exactement n grandeurs 
numeriques reelles {xi, . . . , Le mouvement d'un point est represente 
par une modification continue, et meme suffisamment differentiable si ne- 
cessaire, de ses coordonnees. Tout est essentiellement local, implicitement 
plonge dans W\ sans phenomene topologique, sans discontinuite, sans 
condition au bord, sans contrainte specifique. L' etude des exceptions est 
potentiellement reservee a des analyses ulterieures. 

II : Axiome de I'existence des corps rigides mobiles. Cet 

axiome exprime I'idee nouvelle principale de Helmhotz. Pour que I'es- 
pace soit physiquement mesurable, on presuppose I'existence de systemes 
de points rigides en eux-memes, et neanmoins susceptibles d'etre deplaces 
(axiome III) : 

mobilite de la rigidite. 

Mais quelle est ici la definition mathematique precise de la « rigidite » ? 
Impossible de demander qu'il s'agisse d'une distance, au sens euclidien 
ou metrique du terme, puisque c'est justement I'euclideanite locale que 
Helmholtz cherche a demontrer a partir d' axiomes abstraits et naturels. 

Hermeneutique indecise de la position d'hypotheses, ou necessite de 
realiser une assomption en generalite pour engendrer des essences hypo- 
thetiques d'ordre superieur : il faut done formuler un axiome qui ne de- 
mande presque rien d'explicite, et qui s'inscrive a priori dans un tres grand 
univers de potentialites mathematiques. 



11. Chercher dans I'ouverture, c'est s'elever dans un arbre exponentiel truffe de 
branchements imprevus et de bifurcations indecises. Prendre connaissance de verites par 
I'axiomatique a posteriori, c'est descendre sans choix dans des branches qui canalisent la 
pensee. 

12. En parallele, le lecteur pourra decouvrir la traduction complete en frangais de 
ces axiomes, reproduits par Engel et Lie dans le § 91 du Chapitre 21, p. l212l ci-dessous ; 
ensuite, le § 92 p. l213l en offre une formulation mathematique tres precise. 

13. Chez Helmholtz ( li34l ). les coordonnees ont un sens metrique : elles sont d'em- 
blees accompagnee d'un etalon d'unite de mesure qui est represente par la quantite 1. 
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L'espoir, via une demonstration synthetique eventuellement longue et 
difficile, est de se persuader qu'une notion tres archaique de « stabilite- 
rigidite » dans le mouvement redonnera celle qui semble la plus naturelle- 
ment transmise dans 1' experience physique, a savoir la rigidite euclidienne. 
On est en pleine exploration metaphysique des conditions d'aprioricite du 
savoir physico-mathematique. On recherche en quelque sorte des signes 
qui confirmeraient 1' existence de verites profondes (et vraisemblablement 
cachees), lesquelles verites profondes pourraient repondre a la question 
tres importante d'un «pourquoi», a savoir : «Pourquoi I'espace physique 
est-il tridimensionnel et euclidien » ? Avec son hypothese de corps rigides, 
Helmholtz recherche done un «parce que» qui s'eleve plus haut dans 
I'echelle metaphysique qu'une simple confirmation experimentale basee 
sur des mesures microscopiques ou sur des mesures astronomiques. 

La definition de Helmholtz est a la fois intuitive et tres generale : il 
doit exister une certaine fonction d deux arguments qui est definie sur la 
totalite de toutes les paires de points appartenant au corps rigide et qui 
satisfait la propriete d'invariance suivante : pour toute paire de points fixee 
a I'avance, la valeur de cette fonction sur les deux points en question devra 
rester invariable au cours de tous les mouvements possibles (axiome III) 
du corps en question. 

Plus encore que dans la theorie gaussienne des formes quadratiques 
a coefficients entiers, ou dans la theorie galoisienne des substitutions de 
racines, c'est vraiment dans I'univers des mouvements continus physico- 
mathematiques que I'ldee metaphysique d'invanance trouve son origine la 
plus profonde. Lie conceptualisera cette Idee dominatrice dans de nom- 
breuses branches de sa theorie des groupes continus (equation invariante ; 
systeme d' equations aux derivees partielles invariantes ; algebres classi- 
fiantes d'invariants differentiels) en pla^ant le concept a un tres haut niveau 
d' abstraction : I'invariant peut etre une fonction arbitraire, reelle ou com- 
plexe, souvent d'un tres grand nombre d'arguments. Et dans les diverses 
solutions au probleme de Riemann-Helmholtz qu'il expose avec Engel, 
Lie formulera la notion d'invariant0, sans aucune reference implicite a la 
notion de distance : pas de valeurs positives, pas d'inegalite du triangle. 

Plus encore. Lie extraira de cet axiome helmholtzien plusieurs presup- 
positions implicites situees a I'interface entre 1' axiome 11 et 1' axiome III, 
et que Helmholtz deduisait a tort de ses axiomes incompletement formu- 
las : 1) I'invariant doit etre non degenere ; 2) lorsqu'on fixe plusieurs points 
en position generale, les equations d'invariance relativement a ces points 



14. Voir I'equation (3) au debut du Chapitre 20 et aussi la condition C) p. \226\ . 
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doivent etre mutuellement independantes ; 3) les invariants de toute col- 
lection de s > 2 points se deduisent des invariants entre paires de points, 
c'est-a-dire : il n'y a pas d'autres invariants que ceux qui existent entre les 
paires de points. 

Ill : Axiome de libre moblllte des corps rigides. En s'inspirant de 
Riemann0, Helmholtz demande que les corps rigides puissent etre depla- 
ces continument en tout lieu0, c'est-a-dire qu'un point quelconque speci- 
fic a I'avance dans un corps rigide pent etre transfere vers tout autre point 
de I'espace au moyen d'au moins un mouvement continu qui deplace le 
corps dans son integalite tout en respectant sa rigidite interne. Si Ton fait 
abstraction des conditions aux limites et des discontinuites eventuelles, les 
seules contraintes qui pourraient faire obstacle au mouvement ne peuvent 
provenir que des equations qui sont formees avec la fonction invariante 
entre paires de points, par exemple si Ton demande qu'un, ou deux, ou 
trois points, ou plus, du corps rigide restent entierement fixes au cours 
du mouvement. Ensuite, Helmholtz entreprend de « demontrer[3» que les 
mouvements d'un corps rigide comprennent exactement '^^^'^^^ degres de 
libertes, et done notamment 6 dans le cas de I'espace physique euclidien 
(translations : 3 parametres ; rotations : 3 parametres). 

Paradoxe : la notion de corps rigide continu comprenant une infinite 
de points en cohesion n'est done pas pleinement utilisee dans ces raison- 
nements. Six points au maximum sont a distinguer. En tout cas, Engel et 
Lie demontreront rigoureusement cet enonce sur le nombre '^^'^^^^ de de- 
gres de liberte, en analysant finement les hypotheses qui etaient implicites 
dans les axiomes II et III. Par ailleurs, en supposant beaucoup moins que 
HelmholtzQ le Chapitre 20 p. [T60l ci-dessous commencera par une etude 
purement abstraite des groupes continus de transformations pour lesquels 
deux points ont un, et un seul invariant, tandis que s > 2 points n'ont pas 

15. Voir la citation p. [STI 

16. Cette condition est suffisante pour Feffectuation de mesures physiques au niveau 
macroscopique. Toutefois, de nombreux commentateurs {cf. par exemple iTSl l33l l34l ) 
ont insiste sur le fait que seule la mobilite de reglettes unidimensionnelles, et non la 
mobilite de corps rigides arbitraires, peut etre invoquee comme physiquement necessaire 
pour effectuer des mesures de distance dans le monde. Ce point de vue laisse neanmoins 
completement de cote la question de savoir ce qu'il faut entendre abstraitement par un 
deplacement de reglettes, et semble s'en remettre trop aisement a une intuition approxi- 
mative de I'arpentage. Seule la theorie abstraite des groupes continus de transformations 
conceptualise les mouvements possibles des figures, qu'elles soient regies ou corps, finies 
ou infinitesimales. 

17. Voir le §93 p. l225l ci-dessous pour une critique de Lie et Engel. 

18. «Le procede de Lie a lieu entierement a priori », ecrit Jules Vuillemin p. 420 
de 1T671 . 
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d' autre invariant que ceux qui se deduisent des paires de points qui sont 
contenus en eux, et cela, d'abord dans le domaine complexe, puis dans 
le domaine reel. Cette etude abstraite extremement recherchee sur le plan 
mathematique repose sur un tres grand nombre de resultats contenus dans 
les trois volumes de la Theorie der Transformationsgruppen. 

IV : Axiome de la monodromie ou de la periodicite des rotations 
des corps rigides. C'est I'axiome le plus controverse, car on verra0qu'il 
exclut trop aisement un tres grand nombre de geometries possibles, au sens 
de Klein et Lie, c'est-a-dire de groupes de transformations «exotiques». 
Lorsque (n — 1) points d'un corps rigide sont fixes en position generate, 
Helmholtz pretend (comme consequence de 1' Axiome III) qu'il reste en- 
core un, et un seul degre de liberte autorisant un mouvement continu ; ce 
mouvement depend alors d'un, et d'un seul parametre, et nous venons de 
signaler que Engel et Lie ont clarifie cette affirmation. L' axiome de mo- 
nodromie demande alors que la «rotatiof^» (sans retour en arriere) du 
corps rigide autour de (ri — 1) de ses points supposes fixes doit le re- 
conduire, au bout d'un temps fini, a sa position initiate : chaque point en 
tui revient coincider avec la position qu'il occupait au debut. Cet axiome 
qui exclut done tout mouvement en spirale (contraction ou dilatation des 
« longueurs » apres un tour) et tout mouvement en helice (decatage le long 
d'un axe apres un tour) semble parler un langage evident pour I'intuition 
euclidienne. Engel et Lie reformuleront cet axiome de maniere un peu plus 
preciseEH en utilisant la notion de groupe a un parametre, essentiellement 
absente du memoire de Helmholtz. 

2.5. Linearisation de I'isotropie. Les metriques quadratiques de 

Gauss E{u, v) dv? + 2 F{u, v) dudv + G{u, v) dv"^ et de Riemann 
J2ij=igij{x)dxidxj que Helmholtz cherche a ressaisir s'expriment 
en termes infinite simaux, et c'est certainement pour cette raison que 



19. En infinitesimalisant le probleme, Helmholtz va se ramener a considerer un 
systeme d'equations differentielles ordinaires ^ = ^ij d'ordre 1 a coeffi- 
cients a.ij constants, et I'axiome de monodromie va directement impliquer que la matrice 
('^ii)i<i<3 possede une valeur propre nuUe, et deux valeurs propres imaginaires conju- 
guees w > et —oj < 0, ce qui fait que la matrice Uij represente tout simplement une 
rotation dans I'espace euclidien a trois dimensions. 

20. La terminologie utilisee par Helmholtz montre que la demonstration mathema- 
tique a priori qu'il met en CEUvre est sous-tendue, dans I'intuition explorante, par I'idee 
que Ton a deja affaire au groupe orthogonal euclidien. Pour etre rigoureux, il faudrait qua- 
lifier ce mouvement non pas de « rotation », mais de mouvement continu a un parametre. 

21. Voir la condition E) p. |227| ci-dessous. qui exprime tout simplement que le mou- 
vement a un parametre encore possible est periodique. 
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Helmholtz a considere comme natural d' interpreter tous ses axiomes 
directement dans Tinfiniment petitE^. 

J'utiliserai les hypotheses II, III et IV seulement pour des 
points dont les differences de cordonnees infiniment petites. Aussi la 
congruence independante des limites sera supposee valide seulement 
pour des elements spatiaux [75], pp. 44-45. 

Examinons done comment Helmholtz procede sur le plan mathematique. 
Solent {u,v,w) les coordonnees d'un point appartenant au corps rigide 
dans une premiere situation de ce corps, et soient (r, s, t) les coordonnees 
d'un meme point dans une seconde situation du corps. Alors ces coordon- 
nees (r, s, t) dependent en toute generalite de (u, v, w) et de six constantes 
arbitraires qui expriment les degres de libertes. Helmholtz sous-entend que 
(tt, V, w) I — > (r, s, t) est un diffeomorphisme — c'est une consequence 
de la rigidite — et il ecrit la transformation correspondante entre differen- 
tielles, donnee par une matrice jacobienne. Ensuite, il fixe le point (r, s, t) 
et il considere seulement toutes les transformations encore possibles du 
corps rigide qui envoient ce point {r,s,t) sur un point de coordonnees 
(p, a, r) satisfaisant r = p, s = a, t = r. Dans ce cas, la transformation 
entre les differentielles de coordonneesQ : 

{dr = Aodp + Boda + Codr 
ds = Aidp + Bida + Cidr 
dt = A2dp + B2d(j + C2dT 

incorpore neuf fonctions An,Bn, C„ (?i = 1, 2, 3) qui dependent encore de 
trois parametres arbitrairesBj que Helmholtz note p', p" et p'". Ces equa- 
tions montrent comment sont transformes les elements infinitesimaux ba- 
ses au point fixe. 

Dans ces trois equations (1), Helmholtz introduit alors les notations : 

dr = ex dp = e ^ 

ds = ey da = ev 

dt = e z dr = e(, 

oil e est une quantite infinitesimale que Ton peut visiblement supprimer en 
divisant de part et d' autre de chaque equation. De cette maniere, on envi- 
sage les transformations dans I'infiniment petit comme des transformations 

22. Ici se trouve son erreur d'inadvertance principale, cf. le § 2.6 ci-dessous. 

23. En parallele, on se reportera avantageusement a la discussion qu'en font Engel 
et Lie au debut du § 94 p. 12271 notamment aux equations (15), (16) et (16'). 

24. Dans la theorie de Lie, cette donnee correspond essentiellement a considerer le 
sous-groupe d'isotropie d'un point {xq, yo, zq) fixe. 
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lineaires agissant dans le domaineyzn/E^ : 

r X = AoC + Bov + CoC 
(2) } y = A^^ + B^v + CiC 

[z = + B2V + C2C- 

D'apres Engel et Lie (§ 94 p. l227l ci-dessous'). lorsque le point fixe est 
rapporte a I'origine d'un systeme de coordonnees {x, y, z), le raisonnement 
de Helmholtz revient a effectuer un developpement en serie entiere par 
rapport aux trois variables x, y et z, mais en supprimant tous les termes 
d'ordre ^ 2, ce qui donne un groupe lineaire homogene qu'ils ecrivent 
quant a euxo : 

x' = Xix + X2y + X3 z 
y' = fiix + fi2y + fJ^sz 
z' = UiX + U2y + ^3 z. 

Ce sous-groupe du groupe lineaire homogene complet GL3(]R) indique 
alors comment sont transformees les droites (infiniment petites) passant 
par I'origine, lorsque le corps rigide pivote de toutes les manieres possibles 
autour de son point fixe. 

Ce groupe lineaire agissant au niveau infinitesimal constitue une de- 
couverte importante. En effet, la consideration de telles transformations li- 
nearisees (et projectivisees) en un point fixe constitue I'une des plus idees 
les plus efficientes que Lie a mises au point afin de classifier groupes et 
sous-groupes de transformations (voir le Chapitre 5), et Ton pent s'imagi- 
ner que les considerations embryonnaires et « balbutiantes » de Helmholtz 
ont pu constituer pour Lie une source constante d' inspiration et de defi, 
un point d'orgue a atteindre, ce qui expliquerait peut-etre la raison pour 
laquelle le chapitre sur le probleme de Riemann-Helmholtz a ete place a 
I'extreme fin de la Theorie der Transformations grupper^. 

Ainsi, comme il I'a annonce au tout debut de son exposition mathe- 
matique, Helmholtz applique « seulement » ses hypotheses a des points in- 
finiment proches les uns des autres, comme si cette exigence semblait en 
demander moins que lorsqu'on les applique a un domaine d'extension^zn?, 
puisque la portee des axiomes serait de la sorte restreinte a un domaine 

25. La division par e agit comme un zoom infiniment puissant au point considere. 
La matrice 3x3 ainsi obtenue de fonctions de p' , p" , p'" est localement inversible par 
construction. 

26. — sous-groupe a trois parametres de GL3(R) — 

27. L'ultime Division VI du Volume III 1411 de la Theorie der Transformations- 
gruppen comprend cinq chapitres consacres a des considerations generales, historiques et 
methodologiques qui reviennent en arriere sur I'ensemble de I'ouvrage. 
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d' extension encore plus petit. Toutefois, la circulation imparfaite entre 1' in- 
finitesimal et le fini va reserver des surprises a 1' exploration rigoureuse en 
termes de contre-exemples. 

2.6. Critique par Lie de I'erreur principale de Helhmoltz. Engel et 
Lie interpretent les exigences helmholtziennes en termes de theorie des 
groupes continus de transformations0. En notant p = ■§^, q '■= ^ et 
r := ^ pour abreger, soient : 

Xk = Ck{x,y,z)p + r]k{x,y,z) q + Ck{x,y,z)r (fc = i-6) 

six transformations infinitesimales qui engendrent un groupe continu a 
six parametres de transformations locales de I'espace reel a trois dimen- 
sions muni des coordonnees {x,y,z), ce groupe etant suppose satisfaire 
les axiomes II, III et IV de Helmholtz. Le deuxieme axiome : parfaite mo- 
bilite des corps rigides, demande notamment que le groupe soit transitif. 
De maniere equivalente, en tout point donne a I'avance, les (champs de) 
vecteurs Xi, . . . , Xq engendrent I'espace tangent en ce point. Sans perte 
de generalite, on peut supposer que le systeme des coordonnees est cen- 
tre au point considere. Quitte a effectuer des combinaisons lineaires (pivot 
de Gauss), on peut supposer aussi que les trois premieres transformations 
infinitesimales s'ecrivent : 

Xi=p+-- - , X2 = q + --- , X3 = r + -- -, 

oil les termes « + ■ ■ ■ » d'ordre superieurs sont des restes de la formeE^ 
0(1) p + 0(1) q + 0(1) r, et aussi en meme temps que les trois transfor- 
mations infinitesimales lineairement independantes restantes s'annulent a 
I'origine, de telle sorte que Ton peut ecrire : 

Xfc := {akix + ak2y + aksz ^ ) p+ 

+ Wki X + I3k2y + Pk2.z ^ )q+ 

+ (Tfci x + -ik2y + lkzz^ ) r 

(fc = 4,5,6), 

Oil les termes « + ■■■» d'ordre superieur sont de la forme 0(2) p+0(2) q+ 
0(2) r, et oil les aki, (3kh ")ki sont des constantes reelles. Engel et Lie intro- 
duisent alors le groupe reduit associe au groupe Xi, . . . , Xq, qui est forme 

28. Le lecteur est renvoye au Chapitre 4 et au § 85 p. ll61l pour une presentation des 
elements fondamentaux de la theorie ; sans cela, il peut aussi se reporter directement a la 
fin de ce paragraphe pour prendre connaissance de la teneur des contre-exemples de Lie. 

29. Ici, la notation 0(1) designeunresteanalytiques'annulantpourx = y = z = 0; 
de meme, la notation 0(2) designe un reste analytique s'annulant, ainsi que toutes ses 
derivees partielles d'ordre 1, lorsque x = y = z = 0. 
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des transformations infinitesimales p, qetr issues de Xi, X2 et X-^ en sup- 
primant purement et simplement tous les termes d'ordre ^ 1, avec les trois 
transformations d'ordre exactement egal a 1 : 

Lk = (ttfci x+ak2 y + ak3z)p+ {(3ki x + /3k2y + Pkz z) q+ 

+ {iki x + -fk2y + 7fe3 z) r 

(fc = l,2,3), 

qui sont obtenues a partir de X4, X^ et Xq en supprimant tous les termes 
d'ordre ^ 2. Alors I'hypothese que les six transformations infinitesimales 
initiales Xi, . . . ,Xq forment une algebre de LieE!] implique que les six 
transformations reduites p, q, r, Li, L2 et L3 forment elles aussi une algebre 
de Lie. Par consequent, d'apres le troisieme theoreme fondamental de Lie 
(§ 4.9), les six transformations infinitesimales reduites p, q, r, Li, L2 et 
L3 engendrent a nouveau un groupe de transformations, qui constitue en 
fait un certain sous-groupe a six parametres du groupe affine complet de 
I'espace a trois dimensions. 

Par une serie d'exemples que Lie avait deja fait paraitre en 1892 dans 
les Comptes Rendus de V Academic, Engel et Lie montrent combien il est 
perilleux d'extrapoler les axiomes supposes valides dans des regions lo- 
cales d' extension finie au sujet du comportement de points qui sont infini- 
ment proches les uns des autres. Ainsi I'existence d'un, et d'un seul inva- 
riant generalise (distance abstraite) entre paires de points ne se transfere- 
t-elle pas fidelement d'un univers a 1' autre. En effet, dans le § 94 p. 12271 
ci-dessous, Engel et Lie decrivent deux exemples elementaires : 

• un groupe Xi , . . . , Xg pour lequel deux points ont un ct un scul 
invariant, alors que pour le groupe reduit p, q, r, Li, I/2, L3, deux points 
ont deux invariants fonctionnellement independantsu ; 

• un autre groupe Xi, . . . ,Xq pour lequel deux points n'ont aucun 
invariant, alors que pour le groupe reduit p, q, r, Li, L2, L3, deux points 
ont un ct un scul invariant. 

Voila done Vcrrcur principalc dc Hclmholtz : supprimer « a la physi- 
cienne » tous les termes d'ordre superieur a 1, ce qui detruit completement 
I'harmonie euclidienne des corps rigides qui se donnait pour evidente a 
I'intuition. Et I'axiome de monodromie recele un phenomene encore plus 
troublant. Dans le Theoreme 37 p. |206l ci-dessous. sans utiliser les axiomes 
III et IV de Helmholtz, Engel et Lie trouvent abstraitement onzc groupcs 

30. Voir le § 4.9 et la note p. l230l 

31. La raison formelle de ces decalages de structure est simple d'un point de vue 
analytique : le passage du groupe (21) de dimension 6 au groupe reduit (21') du § 94 
p. l227l supprime tellement de termes, que le groupe reduit devient de dimension 4 ! 
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reels pour lesquels deux points ont un et un seul invariant, tandis qu'un 
nombre de point superieur a deux n'a pas d'invariant essentiel. Au cours de 
cette recherche, ils decouvrent un groupe particulier, le groupe (24) p. |2321 
qui satisfait I'axiome de monodromie, alors que son groupe reduit ne le 
satisfait pas : meme I'axiome le plus central dans les raisonnements ma- 
thematiques de Helmholtz est remis en cause dans le passage a rinfiniment 
petit ! 

Grace aux exemples precedents, il a ete suffisamment demon- 
tre que la supposition que Monsieur de Helmlnoltz a introduite tacite- 
ment [I'infinitesimalisation] et qui a ete decrite plus precisement aux 
pages [2291 sq. [dans la traduction ci-dessous] est erronee. Et mainte- 
nant, comme ses considerations ulterieures prennent entierement cette 
supposition comme point de depart et n'ont force de preuve que sur la 
base de cette supposition, nous parvenons done au resultat que Mon- 
sieur de Helmholtz n'a pas demontre I'assertion qu'il enonce a la fin de 
son travail, a savoir : il n'a pas demontre que ses axiomes suffisent a 
caracteriser les mouvements euclidiens et non-euclidiens. p. I236l ci- 
dessous. 

Cette observation conduit alors a contoumer I'erreur principale de 
Helmholtz en supposant directement que les axiomes II, III et IV sont va- 
lides dans I'infiniment petit, c'est-a-dire plus precisement, que le groupe 
reduit les satisfait. On se ramene ainsi a un probleme plus accessible : trou- 
ver, dans le groupe affine complet de I'espace a trois dimensions, tous les 
sous-groupes transitifs a six parametres pour lesquels deux points ont un 
et un seul invariant et qui satisfont de plus I'axiome de monodromie. En 
utilisant toute la force de la theorie des groupes de transformations, Engel 
et Lie verifieront que les conclusions de Helmholtz peuvent etre rendus ri- 
goureuses et veridiques par une voie differente {voir le § 2.8 ci-dessous). 
Et sans insister ici sur les erreurs mathematiques de HelmholtzB eu egard 
a son but principal qui etait de retrouver la metrique pythagoricienne tridi- 
mensionnelle ds^ = dx\ + dx\ + dxl telle qu'elle etait representee dans 
I'infiniment petit par Gauss et par Riemann, I'approche qui consiste a infi- 
nitesimaliser d'emblee les quatre axiomes etait tout a fait naturelle. 

2.7. Calculs helmholtziens. Pour 1' instant, reprenons maintenant les rai- 
sonnements mathematiques originaux de Helmholtz ([75]) que Lie ne cher- 
chera pas a imiterEl- Dans les equations de transformations lineaires homo- 
genes (2), les quantites An, -B„, C„ dependent de trois parametres indepen- 
dants p' , p" et p'" . Supposons alors que p' , p" et p'" dependent lineairement 

32. Le Cfiapitre 21 p. 121 ll ci-dessous y consacre deja une analyse suffisamment mi- 
nutieuse. 

33. Grande liberie de strategie dans la theorie des groupes. 
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d'une variable « temporelle » auxiliaire notee rj, introduisons les trois quo- 
tients differentiels : 



2l„ 



d 

dr] 



[A^{p'{v),p"{v),p"'iv))) 



(n = 0,l,2), 



et de meme, introduisons les quotients differentiels analogues *B„, (C„ pour 
n = 0, 1,2. En differentiant alors les equations (2) par rapport a r], on 
obtient des equations : 



dx 
dr] 
dy 
dr] 
dz 
. dr] 



2loe + 23ot; + G:oC 



dans lesquelles on peut reexprimer ^, v, ( en fonction de x, y, z en in- 
versant le systeme (2), ce qui donne un systeme homogene d'equations 
differentielles ordinaires d'ordre 1 : 



^ dx 

— = aox + boy + cqz 
dr] 



(3) 



aix + hiy + CiZ 



dy 
dr] 

dz 

— = a2X + 622/ + C2Z, 
(. dr] 



avec certaines fonctions a„, 6„, c„ (n = 0, 1, 2) du parametre individuel 77. 
Les parametres initiaux p', p" , p'" etant au nombre de trois, on peut en fait 
obtenir trois tels systemes independants en choisissant la dependance (sup- 
posee lineaire) par rapport a 77 de ces parametres le long de trois directions 
de droite qui sont independantes {cf. ce qui va suivre). 

Dans un passage difficile a dechiffrer dont le contenu fut ensuite tres 
largement englobe par la theorie de Lie des transformations infinitesimales 
associees a un groupe lineaire homogene, Helmholtz montre que les fonc- 
tions a„, 6„, Cn sont en fait constantes. Ainsi peut-on appliquer au sys- 
teme (3) ci-dessus les theoremes bien connus de la theorie des systemes 
d'ordre 1 a coefficients constants. 

Par ailleurs, en supposant I'existence d'un, et d'un seul invariant pour 
toute paire de points relativement au groupe d'isotropie linearise (validite 
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de I'axiome II dans 1' infinitesimal), Helmholtz affirme dans un court pas- 
sage tout aussi delicat0 que le determinant du systeme doit s'annuler : 









bo 


Co 


(4) 


= 


ai 


hi 


Cl 






«2 


h2 


C2 



Dans son approche du probleme, Helmholtz semble connaitre et mai- 
triser la theorie qui permet de resoudre les systemes lineaires homogenes 
d'equations differentielles ordinaires d'ordre 1, theorie que Lie appliquera 
ensuite tres frequemment. Resumons brievement les resultats dans un lan- 
gage contemporain, en admettant le theoreme de reduction des matrices a 
une forme normale de Jordan {cf. Il20l pour un historique). 

L'annulation du determinant montre qu'une valeur propre au moins de 
la matrice vaut zero. Helmholtz demontre avec clarte que les deux autres 
valeurs propres A2 et A3 (eventuellement egales) sont necessairement ima- 
ginaires pures conjuguees I'une de Tautreo et non nuUes. En effet, la so- 
lution au systeme (3) de condition initiale le point (xq, ?/o, ^o) est donnee 
par I'exponentielle de matrice e*^* appliquee a ce point, vu comme vecteur 
colonne. Apres un changement de base eventuel, les trois elements diago- 
naux de la matrice e^^* sont : e°*, e'^^* et e'^^*. Des que la partie reelle de A2 
ou celle de A3 est non nuUe, il est impossible que le mouvement a un pa- 
rametre represente par le systeme (3) soit periodique, comme le demande 
I'axiome de monodromie, puisque e^""*'*''^* diverge lorsque t — t- ±00, sui- 
vant le signe de a, lorsque a 7^ 0. Enfin, le cas oii routes les valeurs propres 
sont nuUes ne se produit pas : ou bien la forme normale de Jordan de M 

34. Paul Hertz, qui a beneficie d'echanges epistolaires avec le professeur Engel, re- 
constitue Targument ( llTSll . pp. 67-68). Pour tout deuxieme point (xq, yo, ^0) distinct de 
I'origine, le troisieme axiome helmholtzien demande qu'un mouvement a un parametre 
soit encore possible. Puisque les quantites numeriques p' ,p" ,p"' et xq, i/q, zq sont toutes 
deux au nombre de trois, Helmholtz semble admettre que tous les systemes (3) corres- 
pondent biunivoquement avec les mouvements qui fixent deux points distincts. Alors pour 
tout tel deuxieme point donne [xq, yo,zo) distinc de I'origine, on doit pouvoir choisir une 
certaine dependance lineaire de {p' ,p" ,p"') par rapport a un parametre ij tel que le sys- 
teme (3) decrive precisement tous les mouvements fixant I'origine et le deuxieme point 
(a;o, Ho, zo). On en deduit done un systeme d'equations lineaires : 

= ^ = ^0X0 + boVo + cqZo 

^ = ^ = "1^0 + hya + ciZq 

= ^ = ^2X0 + + C2Z0 

qui implique l'annulation du determinant (4). 

35. Ceci decoule directement du fait que la matrice est reelle. Comme ses valeurs 
propres sont alors distinctes, elle est diagonablisable sur C. 
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est identiquement nuUe, d'ou tous les points restent au repos (cas exclu par 
I'axiome de mobilite) ; ou bien cette forme normale est nilpotente, et le 
mouvement s'eloigne polynomialement vers I'infiniB 

Ainsi, dans de nouvelles coordonnees appropriees, le systeme peut 
etre ecrit sous une forme normale simplifiee : 

- 

dr] 
dY 

—— = —LO Z 

dr] 

— = uY. 
dr] 

Sans surprise, on retrouve les equations differentielles d'une rotation eucli- 
dienne d'axe {¥ = Z = Oj.Ala tres grande generalite initiale du propos 
de Helmholtz succede done la consideration de mouvements qui etaient 
deja fort bien compris dans les mathematiques et dans la mecanique de 
I'epoque. Lie au contraire replacera 1' ambition de generalite a un niveau 
largement superieur. L'axiome de monodromie qui semblait intuitivement 
si evident impose done une condition extremement forte qui permet d'eli- 
miner presque tous les systemes (3), excepte ceux qui fournissent des ro- 
tations euclidiennes. 

Ensuite, en modifiant convenablement la dependance de {p',p",p"') 
par rapport a r], Helmoltz pretend que Ton obtient deux autres rotations le 
long des deux axes {X = Z = 0} et {X = Y = 0} qu'il ecrit sous la 
forme generale suivante, en introduisant deux nouvelles directions unidi- 
mensionnelles rj' et r]" dans I'espace des parametres {p',p",p"') : 



dX 
dr]' 
dY 
dr]' 
dZ 
dr]' 



aoX + + -foZ 
«! X + + 7i Z 
a2 X + + 72 Z 



et 



dX 
Ikf 
dY 
drf 
dZ 
d^' 



aoX 
aiX 



boY + 



biY + 



— = a2X + b2Y + 0. 



Pour chacun de ces deux systemes, le determinant correspondant (4) doit 
s'annuler, et en particulier, la trace matricielle doit etre nuUe : 



= ao + 72 



et 



= ao + bi. 



dZ 
dt 



36. Dans de nouvelles coordonnees normalisantes (X, Y, Z), le systeme s'ecrit : 



0, 



dY 
dt 



Z et 



dX 
dt 



e Y, avec e = ou = 1 suivant que le rang de la matrice 



(nilpotente) M est egal a 1 ou a 2. L'integration donne un mouvement : Z = Zq, Y 
Yq + Zot, X ~ e(Xo + Yot + h Zq t^) qui n'est pas periodique. 
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Ensuite, Helmholtz utilise un argument indirect qu'il aurait pu presenter 
de maniere nettement plus limpide sur le plan technique : par linearite sup- 
posee de la dependance de (p', p", p'") par rapport a r], r]' et rj", le systeme 
obtenu par sommation de deux quelconques systemes parmi les trois sys- 
temes consideres doit encore constituer un systeme du meme type, de telle 
sorte que le determinant correspondant (4) doit a nouveau s'annuler. Get 
argument combine a un argument d'homogeneite des equations obtenues 
par rapport aux constantes qui interviennent dans chaque systeme permet 
a Helmholtz de deduire queo : 

= ao = tti = 72 et = Oo = bi = a2, 

et que : 

(5) = 7oai - boa2. 

Enfin, en formant la somme des trois systemes apres annulation de ces 
six constantes et en reappliquant Targjament d' annulation necessaire du 
determinant (4), Helmholtz montre queo : 

= 7i et = ba- 

Pour terminer, en posant : 

"2 = -(/>, 7o = '^0, Cli = -0, 

d'ou il decoule grace a (5) que : 

bo = -Kip, 



37. Le raisonnement devrait converger vers le fait que la matrice combinaison li- 
neaire generale des trois systemes en question n'est autre qu'une matrice 3x3 antisy- 
metrique quelconque, quoiqu'un tel enonce parlant soit en fait absent du memoire de 
Helmholtz. 

38. L' etude de la matrice combinaison lineaire generale des trois systemes s'arrete 
la. Fait surprenant : Helmholtz qui semble etre conscient de retrouver les equations diffe- 
rentielles du groupe des rotations qui fixent un point dans I'espace tridimensionnel ne 
poursuit neanmoins pas le raisonnement de normalisation des constantes, et il oublie 
de convoquer a nouveau le fait que les deux valeurs propres non nulles de chaque sys- 
teme doivent etre imaginaires conjuguees, ce qui lui aurait donne les equations finales ; 
bo = — cxi et 7o = —a2. A I'inverse chez Engel et Lie, le souci de completion absolue de 
la pensee technique ne laisse dans F ombre aucun calcul en vue des harmonies formelles 
conclusives. 
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Helmholtz obtient le systeme complet de toutes les transformations pos- 
sibles qui fixent I'origine : 

dX = + K(t)Zdr]' - K^Y dr]" 

dY = -uj Z dr] + + i/j X dr]" 

dZ = uY dr] - (l)X dr]' + 0. 

Ici, la quantite k doit etre positive pour que les valeurs propres non nuUes 
soit imaginaires pures conjuguees I'une de 1' autre. Helmholtz observe alors 
qu'il decoule de ce dernier systeme que la quantite suivante s'annule : 

i XdX + YdY + ZdZ = 0, 

c'est-a-dire apres integration : 

X"^ + kY"^ + K Z'^ = const. 

Le facteur positif k peut etre supprime en rempla9ant Y, Z par ^f^Y , 
^/n Z, et Ton retrouve les equations de la famille des spheres euclidiennes 
centrees en I'origine. 

2.8. Insuffisances et reprises. Helmholtz semble etre satisfait par cette 
conclusion, mais deux erreurs eventuelles peuvent encore etre commises. 

Premierement, par construction, les quantites x, z puis X, Y, Z qui 
s'en deduisent par combinaison lineaire demeurent infinite simales. On ne 
retrouve done la metrique pythagoricienne que dans I'infiniment petit, et il 
est a nouveau absolument hors de question d'en deduire que cette metrique 
vaut dans le domaine local fini, voire dans le domaine global. D'ailleurs, 
toute metrique riemanienne quelconque est infinitesimalement equivalente 
a une metrique euclidienne : la conclusion de Helmoltz ne prouve done que 
le caractere infinitesimalement riemannien de la metrique, ce dont Helm- 
holtz semble etre neanmoins conscient dans le dernier paragraphe de son 
memoire. 

Mais deuxiemement, Helmholtz pretend qu'il a en fait explore la 
consequence de la mobilite des corps rigides dans 1' extension locale finie 
en tenant compte de la courbure riemannienne, et il annonce alors sans au- 
cune demonstration le resultat final de ses investigations. D'apres lui, si les 
axiomes I a IV sont satisfaits en toute generalite dans le domaine fini, alors 
la seule geometric correspondante serait celle qui prevaut sur une sphere de 
rayon R dans un espace a quatre dimensions muni des coordonnees reelles 
(X, y, Z, S) d' equation : 

X"^ + Y'^ + Z"^ + {S + Rf = R\ 

le cas R = oo correspondant a la geometric euclidienne. Et puisque dans 
une telle famille, tous les cas oil i? < oo fournissent une geometric sur 
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I'espace d'une sphere tridimensionnelle qui est compact, Helmholtz a cru 
pouvoir caracteriser pleinement la geometrie euclidienne en ajoutant deux 
axiomesE^ : 

• V : L'espace possede trois dimensions. 

• VI : L'espace est infini en extension. 

Malheureusement, dans une lettre datant du 24 avril 1869, Eugenio Bel- 
trami informait Helmholtz de la consistance eclatante de la geometrie de 
Lobatchevskii grace a sa realisation sur une pseudosphere infinie tridi- 
mensionnelle. Helmholtz etait ainsi contredit. Pour conclure, on retiendra 
I'enonce suivant, qui laisse encore essentiellement ouverte la question sou- 
levee par Riemann. 

Proposition de Helmholtz. En supposant que la libre mobilite des corps 
rigides et I'axiome de monodromie valent tous deux au niveau infinite- 
simal, le sous-groupe d'isotropie linearise de tout point quelconque est 
isomorphe a S03(M). 

2.9. L'approche infinitesimale systematique de Engel et de Lie. Engel et 
Lie donneront au moins trois solutions distinctes au probleme de Riemann- 
Helmholtz. La premiere (§ 95 p.[236]ci-dessous) rebondit sur la petition de 
principe helmholtzienne en proposant tout simplement de formuler direc- 
tement les axiomes au niveau infinitesimal. Mais une difference majeure 
s'introduit : on ne suppose alors nullement I'existence d'une fonction de 
deux points quelconques dont la valeur demeure invariante dans les mou- 
vements (rigidite). 

Tout d'abord0, Engel et Lie partent de I'hypothese que l'espace est 
une variete numerique (locale) a trois dimensions et les mouvements de 
cet espace forment un groupe continu de transformations (locales) qui est 
transitif et a six parametres. Solent Xi, . . . , six transformations infini- 
tesimales lineairement independantes et fermees par crochet de Lie dans 
l'espace des (x, y, z) qui engendrent un tel groupe. Comme le groupe est 
transitif, si Ton fixe un point reel (xq, ?/o, 2^0) en position generale, il existe 
exactement 3 transformations infinitesimales lineairement independantes 
dont les combinaisons engendrent l'espace des (x, y, z) en ce point, et il 
existe aussi 3 = 6 — 3 autres transformations infinitesimales independantes 



39. Implicitement, le premier de ces deux derniers axiomes avait deja ete admis. 

40. La lecture de ce dernier paragraphe necessite une connaissance prealable des 
fondements de la theorie de Lie qui seront exposees en detail dans les Chapitres 4 et 5 
ci-dessous. 
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s'annulant en ce point qui sont de la forme : 

Yk = {aki{x - xo) + ak2{y - Vo) + Oksiz - Zq) ^ ) p+ 

+ {l3ki{x - xq) + f3k2{y - yo) + /3k3{z - zq) ^ )q+ 

+ {ikiix - Xo) + 7fc2(?/ - Vo) + lkz{z - ^o) H )r 

(fc = 123), 

Oil par convention, les termes « H — ■ » s'annulent a I'ordre au moins deux 
en (xo, 2/07 -^o)- En supprimant purement et simplement tous ces restes, on 
obtient trois generateurs (qui peuvent eventuellement devenir lineairement 
dependants) : 

Yk = {oiki{x - Xq) + ak2{y - yo) + Oiksiz - Zo)) p+ 

+ {/3kiix - Xo) + f3k2iy - yo) + f^k-iiz - Zo)) q+ 
+ {lki{x - Xo) + 'jk2{y - yo) + 7^3(2: - Zo)) r 

(fc = 123), 

d'un sous-groupe0 lineaire de GL3(]R). Ce sous-groupe (dit reduit) deter- 
mine de quelle maniere les elements lineaires infinitesimaux {dx, dy, dz) 
sont transformes par les transformations du groupe qui fixent le point 
(xo, yo, Zo) considere. 

Le troisieme axiome p. l237l demande que ce sous-groupe d'isotropie 
linearisee demeure a trois parametres. Toutefois, aucune existence d'inva- 
riant n'est postulee. Enfin, le quatrieme axiome p. 12371 demande que tout 
sous-groupe a un parametre de ce groupe lineaire homogene a trois di- 
mensions soit constitue de mouvements qui agissent periodiquement sur 
les elements lineaires passant par I'origineH- Plus precisement, pour tout 
sous-groupe a un parametre dudit groupe d'isotropie linearisee, tout ele- 
ment lineaire subit une transformation qui le ramene a se retrouver dans la 
meme direction apres un temps fini. 



41. Les relations de crochets de Lie [y,-, Yk\ ~ Yl\=i '^jks Yg oil les Cjks sont des 
constantes reelles, sont en effet directement heritees par les transformations reduites : 
\Y j, Yk\ — Yl^s=i '^iks Y s parce que dans le groupe, il n'existe aucune transformation 
infinitesimale s'annulant a I'ordre deux en (xq, yo, zq). 

42. En premiere apparence, cette condition semble done legerement plus exigente 
qu'un axiome de monodromie qui serait formule au niveau infinitesimal, en tant qu'un tel 
axiome ne devrait porter que sur les sous-groupes a un parametres qui fixent un deuxieme 
point. Par ailleurs, cette condition est legerement plus generate, en tant que Ton ne de- 
mande pas que F element lineaire revienne coincider exactement avec lui-meme apres un 
temps fini : on autorise les dilatations eventuelles. 
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Dans ces conditions, si Ton demandait de plus que chaque element 
lineaire revienne coincider avec lui-meme apres un temps fini, le raison- 
nement de Helmholtz s'appliquerait encore a quelques modifications mi- 
neures pres. En effet, soit Y := XiYi + X2Y2 + A3F3 une combinaison 
lineaire quelconque des Yk a coefficients reels Ai, A2, A3 non tous nuls. Les 
valeurs propres de la matrice 3x3 des coefficients (reels) de Y par rap- 
port a{x — Xq), [y — Uo), {z — Zq) sont ou bien reelles, ou bien complexes 
conjuguees par paires, et jamais toutes nuUes puisque le groupe lineaire 
reduit Yi, Y2, Y-^ est de dimension trois. Lorsqu'elles ne sont pas toutes 
reelles, deux seulement peuvent etre complexes conjuguees0, la derniere 
etant reelle. Par un raisonnement basee sur la forme normale de Jordan 
de cette matrice (comme chez Helmholtz), on se convainc alors aisement 
que la periodicite stricte du mouvement n'est possible que si deux valeurs 
propres sont imaginaires pures non nuUes conjuguees I'une de 1' autre, tan- 
dis que la troisieme est necessairement nulle. En appliquant cet enonce a 
Y = Yk pour k = 1,2,3, on trouve alors trois rotations d'axes lineai- 
rement independants qui engendrent le groupe S03(M) : c'est le groupe 
d' isotropic linearisee en tout point, premiere etape de la demonstration (la 
seconde etape est en fait absente chez Helmholtz). 

Toutefois, ce n'est pas du tout de cette maniere-la que Engel et Lie 
approchent le probleme. Dans cette Division V terminale de leur ouvrage, 
ils peuvent se « payer le luxe » de convoquer pleinement les theoremes de 
classification qu'ils ont mis au point auparavant afin de faire voir que la 
caracterisation des groupes d'isotropie linearisee tombe comme un fruit 
mur par un simple examen des listes et des theoremes qui ont ete etablis 
precedemment. 

En effet (cf. le § 95 p. |236l ci-dessous), I'isotropie linearisee d'un point 
en position generale que Ton place au centre (i.e. a I'origine) d'un nouveau 
systeme de coordonnees (x[,x'2, x'^) sera representee par trois generateurs 
infinitesimaux independants : 

1,2,3 

^ ak^LiyX'^P^ (fc = l,2,3), 

/I u 

Oil Ton a note p'^ := qui forment une algebre de Lie que nous note- 

rons g'. Comme Taction est lineaire, elle se transmet a I'espace projectif 
P(]R^) = P2(M) et Ton obtient une nouvelle algebre de Lie q dont on peut 
representer les generateurs dans un systeme de coordonnees inhomogenes 



43. — 



puisque 3 est le nombre total de valeurs propres comptees avec multiplicite — 



Chapitre 2. La mobilite helmholtzienne de la rigidite 



73 



(y, t)). Seule la dilatation x[p[ + X2P2 + x'-^p'z disparait lorsqu'on projec- 
tivise0, et done la dimension de g vaut deux s'il existe une combinaison 
lineaire des generateurs de g' qui est egale a cette dilatation (ce cas sera 
exclu dans un instant), et elle vaut trois sinon. 

Deux pieces maitresses entrent alors en scene. Nous avons signale que 
I'axiome le plus important par sa puissance de restriction demandait que 
chaque mouvement a un parametre soient periodique sur les elements li- 
neaires, a un facteur dilatant pres. Quand on projectivise, le facteur dilatant 
disparait, chaque point subit un mouvement rigoureusement periodique — 
a moins qu'il ne reste fixe — , et cela impose notamment que tous les points 
decrivent une courbe fermee. Mais une telle circonstance ne se produit que 
tres rarement. 

Tout d'abord, en dimension 2 et bien avant que n'apparaisse le pro- 
bleme de Riemann-Helmholtz, Engel et Lie avaient deja classifie routes les 
transformations infinitesimales projectives reelles a changement de coor- 
donnees projective pres. II y en a sept (cf. (30) p. |239| ci-dessous), et c'est 
la premiere piece maitresse : 

p + t)q; p + fq; q; q; 

yp + c^q (c^o,i); t)p - pq + c (pp + t)q) (c^o); 

t)p - pq. 

Ici, (p, t)) sont des coordonnees inhomogenes sur P2(IR) P = 1 = 
^. On verifie que les cinq premieres transformations sont exclues, parce 
que chacune d'entre elle laisse globalement invariante au moins une droite 
projective sur laquelle la transformation infinitesimale se ramene, si Ton 
note X une coordonnee independante sur une telle droite : 1) ou bien a ^ ; 
2) ou bien a x-^; et alors il est clair dans les deux cas que les courbes 
integrales correspondantes : x{t) = xq + t et x{t) = xqC* ne sont pas 
periodiques. La sixieme transformation : 

rotation + c ■ dilatation = r)p — j:q + c(fp + r)q) (c^o) 

est elle aussi exclue, puisque tout point est entraine autour de I'origine par 
la presence du facteur de rotation, tout en etant attire (ou repulse) par le 
facteur de dilatation : tout mouvement s'effectue en spirale, sans periodiser. 

Enfin, la septieme et demiere transformation infinitesimale : t) p — j: q 
engendre le groupe des rotations, qui convient parfaitement. 

L'utilisation de la deuxieme piece maitresse est encore plus magis- 
trale. Dans les chapitres precedents du Volume III de la Theorie der Trans- 
formationsgruppen, Engel et Lie avaient en effet deja classifie toutes les 



44. Elle seule donne la transformation projective infinitesimale identiquement nulle. 
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sous-algebres de Lie de I'algebre de Lie p0[2(M) du groupe projectif reel 
en dimension deux. II leur suffit alors d' examiner, dans cette liste remar- 
quable et complete, seulement les algebres de Lie a deux ou trois para- 
metres pour exclure systematiquement toutes celles qui contiennent une 
transformation infinitesimale de I'une des six formes precedentes. Cet exa- 
men presque instantane montre qu'il existe un seul groupe projectif reel a 
trois parametres qui convient, a savoir : 

p + f(fp + oq), q + (f p + t^q), t)p-?q, 

et ce groupe n'est autre que le projectivise du groupe des rotations dans 
I'espace a trois dimensions, a une seule ambiguite pres : la presence even- 
tuelle d'un facteur de dilatation qui aurait disparu par projectivisation. Au- 
trement dit, si on revient aux coordonnees homogenes initiales ( 
les trois generateurs de 1' isotropic linearisee doivent forcement etre de la 
forme : 

v = l,2,3; a^,y + a^;j =0). 

Mais alors un simple examen de la condition que ces trois transformations 
infinitesimales doivent etre fermees par crochet montre {voir la note p. 12401 
ci-dessous) que toutes les constantes a^,^ doivent en fait etre nuUes. En 
definitive, Engel et Lie ont essentiellement@redemontre la proposition de 
Helmholtz p.|70]avec de purs moyens de theorie des groupes. 

Maintenant que 1' isotropic linearisee est caracterisee et connue, il 
reste a rechercher tous les groupes transitifs a six parametres dont I'iso- 
tropie linearisee est constituee groupe des rotations euclidiennes dans I'es- 
pace : 

Cette demiere etape de la demonstration, que Helmholtz n'a absolument 
pas traitee, comme nous I'avons vu. Lie I'a completee en detail, en appli- 
quant les resultats de son traite. 

Theoreme de Lie. {cf. p. 12571) Si un groupe reel continu de I'espace a trois 
dimensions est transitifd six parametres et si le groupe d'isotropie lineari- 
see de tout point est forme des rotations euclidiennes, alors ce groupe est 
equivalent, via une transformation ponctuelle reelle de cet espace, soit au 
groupe des deplacements euclidiens de I'espace des (x, y, z) : 

p, q, r, xq — yp, xr — zp, yr — zq, 



45. Rappelons toutefois que les hypotheses sont legerement differentes. 
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soit a I'un des deux groupes d six parametres de mouvements non-eucli- 
diens : 

X2P1 - X1P2, X-iPi - XiPs, X3P2 - X2P3, 

Xl{xiPi +X2P2+X3P3) ±pi, Xi(xipi +X2P2+X3PS) ±P2, 

Xl {xipi + X2P2 + X3P3) ± P3, 

par lequel la surface imaginaire : x\ + x\ + x\^l = reste invariante^ 



46. On verifie en effet aisement que les trois premieres transformations infinite- 
simales annulent identiquement F equation, tandis que les trois dernieres reproduisent 
I'equation au facteur 2xk pres, fc = 1, 2, 3. 
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Introduction mathematique 

a la theorie de Lie 
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Prologue : Trois principes de pensee 
qui gouvernent la theorie de Lie 

Transformations ponctuelles parametrees. Soient ) des 

coordonnees sur I'espace reel ou complexe M" ou C" de dimension n ^ 1. 
Si {x\, . . . , x'jj sont des coordonnees sur une seconde copie auxiliaire d'un 
meme espace reel ou complexe a n dimensions, on peut considerer les 
applications : 

definies dans le premier espace et a valeurs dans le second espace, oil les 
fi sont des fonctions quelconques de leurs n arguments (xi, . . . , L' ap- 
plication : 

X I — y f{x) = x' 

est alors appelee une transformationponctuelle lorsqu'elle transforme de 
maniere biunivoque et differentiableu la totalite des points (xi , . . . , de 
I'espace-source en des points {x\, . . . , x'^ de I'espace d'arrivee de telle 
sorte que son application inverse : 

x' I — > f^^{x') = X 

soit elle aussi differentiable0 et biunivoque. Aujourd'hui, on dit que x 
f{x) = x' est un diffeomorphisme (de M" ou C" sur M" ou C", respective- 
ment). Plus generalement, on considere des diffeomorphismes entre sous- 
ensembles ouverts quelconques U et U' (de ou de C"). 

Dans la theorie de Lie des groupes continus de transformations, 
I'objet-archetype est constitue de transformations ponctuelles : 

^'i = /t(^l! • • • ^n] ai, . . . , Gr) (i = l---n), 

1. Au moins de classe c'est-a-dire que chaque composante fi de Fapplication 
possede des derivees partielles {xi, . . . , x„) dans toutes les directions de coordonnees 
Xk, et que ces derivees partielles sont partout continues. 

2. A nouveau : au moins de classe 
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qui sont de plus parametrees par un nombre fini r de parametres reels ou 
complexes (ai, . . . , a^), a savoir pour chaque a fixe, chaque application : 

x' = f{x; a) =: fa{x) 

est supposee constituer un dijfeomorphisme d'un certain domaineH de 
I'espace-source sur un autre domaine situe dans un espace d'arrivee ayant 
la meme dimension n et muni de coordonnees (x'^, . . . , Ainsi, le de- 
terminant jacobien : 



det Jac(/) 



dh 


dfi 


dxi 


dXn 


dfn 


dfn 


dxi 


dXn 



dfi dh dfn 



ne s'annule en aucun point du domaine source. Avant d'introduire les 
axiomes de groupe {voir § 4.2), la premiere question a resoudre est : 
de combien de parametres exactement les transformations x[ = fi{x; a) 
dependent-elles reellement ? Certains parametres pourraient en effet etre 
superflus, et devraient a ce titre etre supprimes a I'avance. Or a cette fin, 
il est crucial de formuler explicitement des le debut et une fois pour toutes 
trois principes de pensee concernant V admission des hypotheses fonda- 
mentales qui gouvernent la theorie des groupes continus developpee par 
Lie. 

Hypothese generale d'analyticite : Courbes, surfaces, varietes, sous- 
varietes, equations de transformation, groupes, sous-groupes, etc., tous les 
objets mathematiques de la theorie seront supposes analytiques (reels ou 
complexes), c'est-a-dire que les fonctions qui les representent dans des 
systemes de coordonnees locales seront systematiquement supposees de- 
veloppables en serie entiere convergente dans un certain domaine de M'' ou 
de C'^, pour un certain k ^ 1. 

Principe de relocalisation libre au voisinage d'un point generique : 

Considerons un objet mathematique local represente par des fonctions qui 
sont analytiques dans un domaine Ui, et supposons qu'un certain «bon» 
comportement « generique » se produise dans f/i\Di en dehors d'un cer- 
tain sous-ensemble analytique Di C t/i ; par exemple, I'inversion d'une 
matrice carree qui est constitute de fonctions analytiques est possible 
seulement en dehors de I'ensemble Di des zeros de son determinant^ qui 



3. D'apres une definition standard de topologie generale, un domaine est un ouvert 
connexe non vide. 

4. Plus generalement, considerons une matrice rectangulaire G{y) := 
(ffi (y))i<i<™ de taille n x m dont les elements gf = gf{y) sont des fonctions ana- 
lytiques d'un certain nombre de variables y — (yi, . . . ,yq) qui sont definies dans un 
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est une fonction analytique. Alors on s'autorise a relocaliser les considera- 
tions dans tout sous-domaine U2 C [/i\Di. 




Ensuite, dans U2, des raisonnements ulterieurs peuvent demander que I'on 
evite un autre sous-ensemble analytique propre D2, et done Ton doit a 
nouveau relocaliser les considerations dans un sous-domaine U^i C U2\^2, 
et ainsi de suite. La plupart des demonstrations de la Theorie des groupes 
de transformations, et tout particulierement les theoremes de classification, 
autorisent un certain nombre de telles relocalisations, souvent sans aucune 
mention de la part de Engel et Lie, un tel acte de pensee etant considere 
comme justifie a I'avance par la necessite d'etudier en premier lieu les 
objets generiques, eux-memes deja extremement riches et diversifies. 



certain domaine U de C (ou de R'). Pour tout entier p tel que 1 ^ p ^ min(m, n), 
on peut former la collection de tous les determinants de taille p y. p (mineurs) qui sont 
extraits de cette matrice : 

alliv) ■■■ 9l:{y) 

En partant de p min(m, n), si tous ces determinants sont identiquement nuls (en tant 
que fonctions de la variable y), on passe alors de la taille p a la taille juste inferieure p — 1, 
on forme tous les mineurs, on teste leur annulation identique, et on recommence. Le rang 
generique p* de la matrice G{y) est alors le plus grand entier p tel qu'il existe au moins 
un tel mineur non identiquement nul, tous les mineurs d'une taille strictement superieure 
etant identiquement nuls. On a p* = si et seulement si toutes les fonctions (y) sont 
nulles (cas ininteressant), et sinon, on a en toute generalite : 1 ^ p* ^ min(TO, n). Enfin, 
si Ton introduit le lieu : 



D* 



{yea: Ai;;:::;^:(y)=0, Vji,...,v, Vji,...,jp-} 



des points y en lesquels tous les mineurs de taille p* x p* s'annulent, alors ce lieu D* est 
un sous-ensemble analytique propre — en particulier ferme et de complementaire U\D* 
ouvert et dense — qui a par definition la propriete qu'en tout point y E U\D*, au moins 
un mineur de taille p* x p* ne s'annule pas, et comme tous les mineurs de taille stric- 
tement superieure s'annulent identiquement par construction, on en deduit la propriete 
remarquable ; en tout point y e U\D*, le rang de la matrice G{y) est maximal, egal a 
son rang generique p* . Cas particulier : lorsqu'on a une matrice carree de determinant non 
identiquement nul, i.e. p* ~ m = n, cette matrice est inversible en tout point y G ?7\D*. 
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Toutefois, lorsque nous traduirons et re-enoncerons au Chapitre 5 
les principaux (et magistraux) theoremes de classification qui, dans le 
Tome III, precedent les solutions complexes qu'Engel et Lie apportent au 
probleme de Riemann-Helmholtz, nous rappellerons explicitement, preci- 
sement et rigoureusement toutes les hypotheses de genericite qui sont re- 
quises pour la validite des resultats, afin qu'il ne subsiste aucune ambiguite 
d' interpretation pour le lecteur contemporain. 

Ne nommer aucun domaine d'existence : Sans introduire de denomina- 
tion ou de notation specifique, Engel et Lie ecrivent ordinairement le voisi- 
nage [der Umgehung] d'un point (ou au sens absolu), de la meme maniere 
que Ton parle du voisinage d'une maison, ou des environs d'une ville, tan- 
dis que la topologie contemporaine conceptualise un voisinage (habituel- 
lement « petit »), parmi une infinite de voisinages existants. Contrairement 
a ce que la mythologie formaliste du 20*^™*^ siecle aime a faire accroire de- 
puis les controverses entre les geometres de Leipzig et I'ecole de Berlin, 
Engel et Lie ont toujours mis en evidence, lorsque c'etait necessaire, la na- 
ture locale des concepts de la theorie des groupes de transformations. Nous 
illustrerons notamment cette constation en etudiant les tentatives que Lie 
a entreprises pour economiser I'axiome d'existence des elements inverses 
dans sa theorie des groupes continus de transformations (§ 4.3). Certes, il 
est vrai que les resultats de Lie, gagneraient en precision technique a etre 
enonces en specifiant tous les domaines d'existence, mais il est plausible 
que Engel et Lie ait rapidement realise que le fait de ne pas donner de 
nom aux voisinages, et d'eviter de la sorte tout symbolisme essentielle- 
ment superflu, etait le moyen le plus efficace pour conduire a leur terme 
des theoremes de classification de grande envergure. 

En consequence, nous adopterons le style (economique) de pensee de 
Engel et Lie, et nous presupposerons, sans pour autant effectuer des rappels 
frequents, que : 

• tous les objets mathematiques sont analytiques ; 

• les relocalisations generiques sont librement autorisees ; 

• les ensembles ouverts sont souvent petits, rarement nommes, non 
vides, et toujours connexes. 



Chapitre 3 : 
Theoremes fondamentaux 
sur les groupes de transformations 



3.1. Parametres essentiels. Comme exemple d' application de ces trois 
principes generaux qui gouvement la pensee de Lie, montrons comment 
on peut s' assurer que tous les parametres dans une collection d'equations 
de transformation sont effectivement presents ; si tel n'est pas le cas, mon- 
trons comment on peut ramener ces equations a d'autres equations de 
transformations equivalentes qui comportent un nombre inferieur de pa- 
rametres. Ce probleme a resoudre obeit a une exigence incontoumable 
d'economie. Supprimer a I'avance tous les parametres superflus lorsqu'il 
en existe permettra certainement d'eviter d'avoir a traiter des cas parasites 
dans I'enonce des theoremes principaux de la theorie. 

On supposera pour fixer les idees que les variables x = 
(xi, . . . , Xn) G C" sont complexes et que les parametres a = (ai, . . . , a^) 
sont eux aussi complexes, etant entendu que la theorie fondamentale est 
inchangeeQ lorsque x G M" et a G M*", ou meme lorsqueB x G C" et 
a G W. 

Dans des equations de transformations quelconques x' = f{x; a), 
toutes les variables (xi, . . . ,a;„) sont par hypothese presentes, puisque 
X ^ fa{x) est un diffeomorphisme local pour tout a. Mais aucune sup- 
position, excepte la finitude, n'a ete faite sur les parametres (ai, . . . , a,.). 

L'idee principale consiste a developper les fonctions /j des equations 
de transformation : 

^'i = fii^l^ • • • ) ^n] tti, . . . , ttr) (i = l...n) 



1. Lorsqu'ils ne precisent pas le domaine de variation des quantites numeriques, 
Engel et Lie sous-entendent qu'elles sont complexes. Pour les theoremes de classification 
sur M qui prolongent et qui utilisent les theoremes de classification sur C, les deux auteurs 
precisent alors explicitement que variables et parametres sont tous deux reels. 

2. Ce cas intermediaire n'est en general pas etudie par Engel et Lie, mais il le sera 
par Elie Cartan. 
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en serie entiere par rapport a x — xq dans un voisinage connexe (non 
nomme) d'un point fixe a;o = (a^io? • • • , Xno), ce qui nous donne : 

ici, pour tout multiindice a = (ai, . . . , a„) G N", nous avons note de 
maniere abregee le monome : 

{X - Xo)" = (Xi - Xio)"' ■■■{Xn- XnoT"- 

Comme coefficients des (multi-)puissances ( )° dans une telle se- 

rie entiere, il apparait un nombre infini de certaines fonctions analytiques 
= '!^a{a) des parametres (ai, . . . , a^) qui sont definies dans un do- 
maine fixe de C . Alors nous pretendons que les parametres qui sont 
eventuellement superflus peuvent etre detectes en etudiant le rang gene- 
rique de V application infinie des coefficients : 

c'est-a-dire, d'apres la definition meme du rang (generique) d'une applica- 
tion, en etudiant le rang generiqueB poo de sa matrice jacobienne : 

Jac Ff, ' ' 



qui est consideree ici comme une matrice ayant r lignes indexees par Ten- 
tier j, et possedant une infinite de colonnes, indexees simultanement par le 
multiindice a et par I'entier i. 

A premiere vue, ces considerations techniques peuvent paraitre com- 
plexes, mais il n'en est rien, puisqu'il est au contraire tout a fait naturel que 
la maniere dont les fonctions /j [x\ a) dependent reellement des parametres 
(ai, . . . , ttr) doive etre dechiffree sur I'ensemble des fonctions-coefficients 

Si par exemple il existe un parametre, disons oi, tel qu'aucune fonc- 
tion fi{x] a) n'en depend, d'oti il decoule que tous les coefficients ^^(a) 
sont independants de ai, alors cette application Fqo a un rang qui est trivia- 
lement ^ r — 1, parce que la premiere ligne de sa matrice jacobienne 



3. Pour une definition, voir la note p. [77] dont les considerations se generalisent 
sans modification au cas oil il y a une infinite de colonnes. Techniquement, poo est defini 
comme le plus grand entier p ^ min(r, oo) tel qu'il existe au moins un mineur de taille 

p X p dans cette matrice jacobienne (-g^ (a) j -^^-^^ (de taille r x od) qui ne s annule 
pas identiquement en tant que fonction de a. Alors tous les mineurs de taille (poo + 1) x 
(Poo + 1) s'annulent identiquement. 
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3.1. Parametres essentiels 



Jac Foo (a) est alors identiquement nuUe, et puisque le rang generique 
d'une matrice est en toute circonstance inferieur au nombre de ses lignes. 

En toute generalite, si poo designe le rang generique de Jac Foo et si 
on definit le sous-ensemble Dqo des zeros communs a tous ses mineurs de 
taille Poo X Poo : 



da 



da 



9a,, 



*Poo 
t^Poo 



dai 



alors Doo est un sous-ensemble analytique propre de I'espace des para- 
metres a, et pour tout parametre cq qui n'appartient pas a ce sous-ensemble 
de parametres « exceptionnels », on pent tout d'abord relocaliser les consi- 
derations dans un petit voisinage convenable0 de ao, et ensuite, grace a 
une application du theoreme du rang constant, on peut trouver un diffeo- 
morphisme approprie de I'espace des parametres a = a{a) fixant ao, 
ce qui donne de nouvelles equations de transformations : 

x'i = fi{xi, . . .,Xn; ai(a), . . . , 0^(0)) 

= • • • • ) ^n] Ol, • • • , CLr) (i = l---n), 

de maniere a ce que les nouveaux coefficients (a) obtenus en deve- 
loppant les nouvelles fonctions en serie entiere par rapport a (x — xq) 
deviennent absolument independants des r — poo derniers parametres 



a 



P00+I5 



ttr, qui sont ainsi devenus visiblement superflus. Sans demons- 
tration {voir 1110911 ). formulons I'enonce rigoureux de reduction. 

Theoreme. Localement au voisinage de tout parametre generique ao en le- 
quel r application infinie des coefficients a t— Foo (a) ^st de rang maximal, 
constant, et egal a son rang generique poo, H existe a la fois un change- 
ment local de parametres at-)- (bi(a), . . . , bp^ (a)) =: (61, ... , bp^) qui 
fait baisser le nombre des parametres der a poo, et des nouvelles equations 
de transformations : 

x\ = gi{x; 61, . . . (i = i-n) 

dependant de seulement poo parametres qui redonnent par substitution les 
anciennes equations de transformations : 

gi[x] 6(a)) = fi{x; a) {i = i-n). 



4. Ici et dans la ce qui va suivre, ce qui peut etre dit au voisinage des parametres 
exceptionnels qui appartiennent a Dqo requerrait des outils sophistiques de la theorie des 
singularites qui sont au-dela de la portee du present travail. 
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Definition. Les parametres {ai, . . . ,ar) d'equations de transformations 
donnees x'- = fi(x,a), i = 1, . . . ,n, sont dits essendels si, apres deve- 
loppement en serie entiere fi{x,a) = XIogN" '^ai'^) " ^o)" autour 
d'un point xq, le rang generique poo de I'application infinie des coefficients 
Foo : a I — y (^0(0))°*^^ maximal possible, egal au nombre r 

des parametres, a savoir : p^^ = r. 

Dans ce cas, Engel et Lie disent des equations de transformations 
qu'elles comportent r-termes [r-gliedrig]. Grace a ce theoreme, on peut 
toujours — pourvu que Ton admette le principe de relocalisation libre en 
un point generique^ — supposer sans aucune perte de generalite que les 
parametres de toutes les equations de transformations sont essentiels. Du 
point de vue de la philosophie des mathematiques, le parametrique peut 
etre et doit etre ainsi definitivement reduit a sa qualite essentielle. Par 
consequent, dans ce qui va suivre, les parametres seront toujours suppo- 
ses essentiels. 

Pour terminer sur I'essentialite des parametres, voici encore un critere 
effectif qui sera utilise plus loin de maniere incidente, mais que nous enon- 
cerons sans foumir de demonstration {voir 11091 ) afin de ne pas retarder la 
presentation des concepts centraux. 

Theoreme. Les trois conditions suivantes sont equivalentes : 

(i) Dans les equations de transformations : 

x'i = fi{Xi, . . . ,Xn; ai, . . . ,ar) = ^ ^^{a) {x - Xq)" (i = l-n), 

q6N" 

les parametres ai, . . . , ne sont pas essentiels. 

(ii) (Par definition) Le rang generique Poo matrice jacobienne 



infinie : 

est strictement inferieur a r. 



5. Sans admettre ce principe, la theorie des singularites devrait etre convoquee. 
Neanmoins, lorsque les equations de x'^ = ,fi{x; a) constituent un groupe continu fini 
local de transformations au sens qui est defini dans le § 3.2 ci-dessous, on verifie tech- 
niquement {cf. 1,109,1 ) qu'aucune relocalisation n'est necessaire pour eliminer les para- 
metres superflus, la raison « philosophique » etant que tout groupe agit transitivement sur 
lui-meme, ce qui force les rangs (generiques) a etre constants. 
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(iii) Localement dans un voisinage de tout (xq, ao)> H existe un champ 
de vecteurs non identiquement nul sur Vespace des parametres : 

k=l 

dont les coefficients Tk{a) sont analytiques dans un voisinage de Uq, 
qui annihile toutes les fonctions fi{x; a) : 

k=l ^ qSN" k=l ^ 

Lorsque Ton sait deja {cf. le premier theoreme) que les r — demiers 
parametres (a^^+i, . . . , a,) sont purement absents de toutes les fonctions 
fi, cette demiere condition (iii) exprime tout simplement le fait evident que 
les fonctions fi sont annulees identiquement par d/dup^+i, . . . , d/dar. 

Plus generalement, si p^o designe le rang generique de 1' application 
infinie des coefficients : 



6N" ' 



et si Poo ^ ^ — 1, alors on demontre que localement dans un voisinage de 
tout {xq, oq), il existe exactement r — poo champs de vecteurs analytiques 
(mais pas plus) : 

n 

X ^ O 

= ''TtA.ia) o — (m = i-'--poo), 

k=l ^ 

satisfaisant les deux proprietes suivantes : 

• la dimension de I'espace vectoriel qu'ils engendrent 

est egale a r — poo en tout parametre a en lequel le rang de Fqo est maximal 
egal a poo ; 

• chacune de ces derivations annihile identiquement toutes les 
fonctions a) : 



r 



= = ^ T^fc(a) — ^(x;a) {i = l-n; /x = l...r-p^). 

k=l ^ 

3.2. Concept de groupe de Lie local. Nous restituons ici les definitions 
fondamentales et les theoremes, sans insister sur 1' aspect purement tech- 
nique qui exige, en toute rigueur, de preciser quand et comment Ton doit 
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rapetisser les ouverts dans lesquels les objets sont definis. Dans les pre- 
mieres pages de la Theorie der Transformationsgruppen, Engel et Lie ex- 
posent le principe general des voisinages emboites, avant de choisir de se 
dispenser de les nommer afin d'alleger la presentation. 

En dimension n ^ 1 arbitraire, un groupe continu fini de transfor- 
mations sur C" est une famille de transformations ponctuelles analytiques 
parametree par un nombre fini r de parametres : 

^'i = fii^lj • • • ) Xn'i tti, . . . , ttr) (i = l...n) 

qui satisfait les trois proprietes suivantes. 

Loi de composition : A chaque fois qu'elle est bien definie, la succession 
x' = f{x] a) et x" = f{x'] h) de deux telles transformations, a savoir : 

x" = f{f{x-a)-h)=f{x-c) 

s'identifie toujours a une transformation de la meme famille, pour un cer- 
tain nouveau parametre : 

c = m(a, h) 

qui est defini de maniere precise et unique par une certaine application ana- 
lytique locale m : C x C" — C, laquelle, de son propre cote, herite au- 
tomatiquement de la propriete d'associativite qu'ont les diffeomorphismes 
par composition : 

m(m(a, 6), c) = m(a, m(6, c)) . 

Existence d'un element identite : II existe un parametre special e = 
(ei, . . . , Cr) tel que /(x; e) = x se reduit a I'application identique. 

Loi de multiplication de groupe sous-jacente : L' application analytique 
(a, 6) I — y m(a, 6), qui peut aussi etre ecrite de maniere alternative et plus 
breve en utilisant un symbole de type multiplication : (a, h) \ — )■ a ■ b, est 
une loi de groupe continue, au sens oil : 

• Pour tout a, on doit avoir : a ■ e = e ■ a = a, une propriete qui 
decoule en fait de la loi de composition : 

f{x; a-e) = f{f{x; a); e) = f{x; a) = f{f{x; e); a) = f{x; e-a), 

grace a I'unicite postulee a I'instant de c = a ■ b. 

• De meme, I'associativite heritee (a ■ b) ■ c = a ■ {b ■ c) doit valoir. 

• Existence d'elements inverses : Enfin, comme dernier axiome qui 
ne s'avere pas etre consequence elementaire de la loi de multiplication de 
groupe, il doit exister un diffeomorphisme local analytique i : C — )■ 
defini dans un voisinage de e avec i(e) = e tel que : 

a ■ i(a) = i(a) ■ a = e, 
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a savoir : i(a) represente V inverse de a pour la structure de groupe, et de 
plus, a H- i(a) est une application analytique, necessairement un diffeo- 
morphisme local au voisinage de e. En particulier, si Ton reecrit mainte- 
nant que la composition!^ : 

f{f{x;a);b) = f{x;a-b) 

est executee par la multiplication de groupe entre les parametres, on en 
deduit formellement que : 

/(/(x; a); i(a)) = f{x; a ■ i(a)) = x = f{x; i(a) ■ a) = f{f{x; i(a)); a) , 
ce qui montre que x i— )■ fi{a)ix) est le diffeomorphisme inverse de x i— >■ 

fa{x). 

II sera utile pour la suite de memoriser le fait que dans la terminologie 
de Lie, un « groupe continu fini de transformations » signifie precisement 
une action analytique locale effectiveQ x' = f{x; a), sur une variete de 
dimension finie n, d'un groupe de Lie analytique local de dimension r. Lie 
n'insiste pas en general sur I'hypothese sous-entendue d'analyticite, mais 
il utilise a la place le mot « continu », afin de marquer le contraste entre sa 
propre theorie et la theorie de Galois discrete des groupes de substitutions 
des racines d'une equation algebriqueB 

Ce que nous appelons aujourd'hui un groupe de Lie local, a savoir un 
espace C (ou W) localise autour d'un certain point e et muni d'une « loi 
de multiplication de groupe » analytique locale (a, b) i — > m(a, b) = a ■ b 
et d'une application « element inverse » a t—^ i(a), est appele par Engel et 
Lie « groupe des parametres^ d'un groupe de transformations ». 

Possibilite de preciser rigoureusement les hypotheses de lieu. Sans remettre en cause 
les trois principes de pensee qui seront appliques constamment par la suite, signalons que 
Ton peut aisement formuler des hypotheses precises et rigoureuses quant aux domaines 
d' existence d'un groupe de Lie local. 



6. Dans la suite, pour tout a fixe, le diffeomorphisme local x H> /(x; a) sera occa- 
sionnellement ecrit x fa{x). 

7. Est effective ( II124II ) une action locale de groupe de Lie local telle que pour tout 
parametre a distinct du parametre identite, le diffeomorphisme local x ^ fa {x) ne se 
reduit pas a I'identite. On demontre aisement qu'une action analytique de groupe de Lie 
est effective si et seulement si les parametres de la famille de transformations qu'elle 
definit sont essentiels. 

8. Voir W\ 

pour une excellente etude historique. 

9. Les pages 401-429 du volume I de la Theorie der Transformationsgruppen ( 1391 ) 
sont consacrees a leur etude generate. 
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Ici, on doit observer que I'on a fixe le comportement des fonctions 
fi{x; a) seulement a I'interieurdes regions [Bereich] (x) et (a). 

Par consequent, nous avons la permission de substituer I'expression 
= fv{x,a) dans les equations x'- = fi{x',b) seulement lorsque le systeme 
de valours [Werthsystem] x'l, . . . , x'„ SO trouve dans la region (x). Cost pourquoi 
nous sommes force d'ajouter, aux hypotheses remplies jusqu'a maintenant par 
les regions (x) et (a), la supposition suivante : il doit etre possible d'indiquer, 
a I'interieurdes regions (x) et (a), des sous-regions respectives {{x)) et ((a)) 
d'une nature telle que les .-c- restent toujours dans la region (x) lorsque les Xi 
se meuvent [laufen] arbitrairement dans ({x)) et quand les at se meuvent arbi- 
trairement dans ((a)) ; nous exprimons cela brievement de la maniere suivante : 
la region x' = f{i{x)) ((a))) doit tomber [hineinfallen] entierement dans la region 

ix). 

D'apres ces conventions [Festsetzungen], si on choisit xi,. . . ,Xn dans la 
region ((a;)) et m,. . .,ar dans la region ((a)), on peut reellement effectuer la 
substitution x'^ = fk{x, a) dans I'expression fi{x'i, . . . ,x'„, bi, . . . ,bn) ; c'est-a- 
dire, lorsque que a-?, . . . ,x° designe un systeme de valours arbitraire dans la 
region {(x)), I'expression : 

fi{fi{x,a), . . .,fn{x,a), bi, . . . 

peut etre developpee, dans le voisinage du systeme de valours xl, comme 
une serie entiere ordinaire en xi - a-?, . . . ,x„ - a" ; les coefficients de cette 
serie entiere sont des fonctions de ai, . . . , ar, bi, . . . , 6r et ils se comportent 
regulierement [verhalten sich regular], lorsque les sont arbitraires dans ((a)) et 
les 6fc arbitraires dans (a). |39], pp. 15-16. 

Reformulons ces conditions avec une optique purement locale. Si {xi, . . . , Xn) G 
C" sont les coordonnees complexes considerees, on choisira la norme : 

\x\ := max IxA, 

oil |w| = \/ww designe le module d'un nombre complexe w £ C Pour des « rayons » 
varies p > 0, on considere alors les ouverts specifiques centres en I'origine, appeles 
aujourd'hui polydisques : 

a; :={xeC": \x\<p}. 

Par ailleurs, on munit aussi I'espace des parametres (ai, . . . , Or) € de la norme simi- 
laire : 

\a\ := max \ak\, 

et pour des reels strictement positifs cr > varies, on introduit les ouverts : 

:= {aeC : \a\ < cr}. 

Voici alors comment Ton peut formuler les axiomes de groupe de Lie en localisant toutes 
les considerations autour de F element identite. Eu egard au caractere purement local qui 
est vise, les fonctions fi{x; a) seront supposees definies lorsque |.t| < pi et lorsque \a\ < 
(Ti, pour un certain pi > et pour un certain cri > 0, tous deux «petits». L' element 
identite e G correspondra a Torigine £ C, c'est-a-dire que Ton a ; 

ft{xi, . . . ,Xn ■■ 0, . . . ,0) = Xi (i=l •••«). 

Afin que la composition de deux transformations successives x' = f{x; a) et x" = 
f{x'; b) soit bien definie, nous rapetissons pi en un certain p2 suffisamment petit avec 
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< /02 < pi et nous rapetissons cri en un certain (T2 suffisamment petit avec < (T2 < cri 
de telle sorte que Ton ait : 

|/(x;a)| < pi pourtout |.t| < p2 ettout \a\ < a2, 

ce qui est possible par continuite grace a la condition f{x; 0) = x. 

i i \ i 
i f^ C.^) i 

Groupe de Lie local en termes de paires de (petits) polydisques 

Loi de composition : Pour tout x e A^^, et tous a, 6 e D^.^, une composition arbitraire : 

(1) x" = f{f{x; a); b) = f{x; c) = f{x; m(a, b)) 

s'identifie toujours a un element f{x; c) de la meme famille, pour un parametre unique 
c = in(a, b) donne par une application analytique locale (multiplication de groupe) : 

m : D^^ X D^^ ^ C 

qui satisfait ni(nj^2 x 0^2) ^ et m(a, e) = m(e, a) = a. 

Si a,b,c G avec < 0-3 < (T2 < ci suffisamment petit pour que trois compo- 
sitions successives soient bien definies, I'associativite de la composition entre diffeomor- 
phismes garantit alors que : 

f{x;m{m{a,b),c)) = f{f{f{x;a);b);c) = /(x; m(a, m(6, c))) , 

d'oil decoule, grace a I'unicite postulee de c = in(a, 6), I'associativite de la loi de groupe : 
m(ni(a, 6), c) = in(a, in(6, c)) pour de telles valeurs (petites) de a, 6, c. 

Existence d'elements inverses : II existe une application analytique locale : 

i : Dl^ — > C 

satisfaisant i(e) — e, c'est-a-dire i(0) = 0, telle que pour tout a e DJ^^ : 
e — m(a, i(a)) = m(i(a), a) 

d'oudesurcroit: 2: = /(/(x; a); i(a)) = /(/(x; i(a)); a), 

pour tout X e A'p^ . Comme convenu, nous passerons sous silence dans la suite la mention 
rigoureuse (qui serait inelegante et lourde) des ouverts d'existence. 

3.3. Principe de raison suffisante et axiome d'inverse. Un diffeomor- 
phisme analytique local quelconque d'une variete de dimension n peut etre 
considere comme effectuant une permutation (differentiable) entre tous les 
points consideres, car en particulier, un diffeomorphisme, c'est une bijec- 
tion. Ainsi, bien que les diffeomorphismes agissent sur un ensemble de 
cardinal infini (non denombrable), ils sont les analogues continus des per- 
mutations discontinues d'un ensemble fini. En fait, dans les annees 1873 



A" 
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a 1880, I'idee fixe de Lie etait d'eriger, dans le domaine des continua n- 
dimensionnels, une tlieorie qui corresponde a la theorie de Galois des sub- 
stitutions des racines d'une equation algebrique et qui lui soit en tout point 
analogue. 

Comme dans les paragraphes qui precedent, soit done : 

x' = f{x] ai, ...,ar)=: fa{x) 

une famille de diffeomorphismes locaux analytiques parametree par un 
nombre fini r de parametres essentiels. Pour Lie, le seul axiome de groupe 
vraiment significatif est celui qui demande qu'une telle famille soit fermee 
par composition, a savoir que Ton a toujours : 

pour un certain c qui depend de a et de b, toujours avec la restriction de 
localite assurant qu'une telle composition ait un sens. En s'inspirant de sa 
connaissance du Traite des substitutions de Jordan, Lie s'est demande s'il 
etait possible d' economiser les deux autres axiomes standard de la struc- 
ture de groupe : I'axiome d'existence d'un element identite, et I'axiome 
d' existence d'un inverse pour tout element du groupe. 

Assertion. ( llSOl ) Soit H un sous-ensemble quelconque d'un groupe abs- 
trait G dont le cardinal est fini : Card H < oo, et qui est ferme par com- 
position : 

hih2 E H toutes les fois que hi, h2 E H. 

Alors H contient V element identite e de G et tout element h E H possede 
un inverse dans H, de telle sorte que H lui-meme est un vrai sous-groupe 
deG. 

Preuve. En effet, soit h E H arbitraire. La suite infinie 
h,h? ^h? , . . . , . . . d'elements de I'ensemble fini H doit necessai- 
rement devenir periodique : h"' = pour un certain a ^ 1 et pour un 
certain n ^ 1, d'ou e = /i", done e E H et K"-^^ est I'inverse de h. □ 

Dans ses travaux pionniers des annees 1873 a 1880 et aussi dans la 
Theorie der Transformationsgruppen qu'Engel a redigee sous sa direc- 
tion entre 1884 et 1893, Lie est parvenu a transferer tous les concepts 
de la theorie des groupes de substitutions (Galois, Serret, Jordan) du 
discontinu vers le continu : loi de groupe, actions de groupe, sous- 
groupes, sous-groupes normaux, groupe quotient, classification a conju- 
gaison pres, groupe adjoint, representation adjointe, formes normales, 
(in)transitivite, (im)primitivite, prolongement holoedrique, prolongement 
meriedrique, asystaticite, etc. Le principe de raison suffisante suggere alors 
naturellement qu'au fondement meme de la theorie generale, V elimination 
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des deux axiomes concemant relement identite et I'existence d'inverses 
soit aussi possible dans Tunivers des groupes continus finis de transfor- 
mations. Pendant plus de dix annees, Lie a en effet ete convaincu qu'une 
assertion purement similaire a celle enoncee ci-dessus devait etre vraie 
dans le domaine du continu, avec G = DifF„ le pseudo-groupe (infini, 
continu) des diffeomorphismes locaux de (ou de M") et en prenant pour 
H C Diff„ une collection liniment parametree d'equations de transforma- 
tions x' = f{x] a) qui est stable par composition[j. 

Citons un extrait du premier memoire systematique de Lie, paru en 
1880 aux Mathematische Annalen. 



10. Sans presupposer I'existence d'un element identite, la condition de stabilite par 
composition qu'Engel et Lie ont degagee ( ll39l . p. 14) s'enonce comme suit, lorsque x e 
C" et a G C sont a valeurs complexes. II existe deux paires de domaines .f'^ CI d 
C" et s^^ C C C dans I'espace des variables x et dans I'espace des parametres 
a tels que pour tout a E £/, I'application x i— > f{x; a) est un diffeomorphisme de ^ 
sur son image, tels que de plus, pour tout G s/^ fixe, f{^'^ x {a^}) C de 
telle sorte que pour tout E jz/^ et pour tout b E £/, I'application composee x i — 
f[f{x; a^); 6) est bien definie et etablit un diffeomorphe sur son image. De plus, deux 
conditions significatives sont supposees. 

• II existe une application analytique ip = ip{a, b) a valeurs dans C™ definie dans 
£/ X avec (p{£/-^ X jz/^) c .e/ telle que : 

f{f{x] a); b) = f(x; ip{a, b)) pourtous x e a e b e £/^. 

• II existe une application analytique x — c) a valeurs dans C™ definie pour 
a E jz/ etc £ jz/ avec x {s^^ x d qui resout b en termes de (a, c) dans I'equation 
c = V3(a, 6), a savoir : 

c = ip{a^ x[.o-icS) pourtous aS^^, cGj:/^. 
C'est avec ces hypotheses precises que Lie pensait deduire : 1) la presence d'un element 
identite e e ^ ; et : 2) I'existence d'un diffeomorphisme analytique local a i~-> t(a) defini 
pres de e et fixant e, tel que /(.t; t(a)) est la transformation inverse de /(x; a). 
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Comme on le sait, on montre dans la theorie des substitutions 
que les permutations d'un groupe de substitutions peuvent etre ordon- 
nees en paires de permutations inverses I'une de I'autre. Mais comme la 
difference entre un groupe de substitutions et un groupe de transforma- 
tions reside seulement dans le fait que le premier contient un ensemble 
fini, et le second un ensemble infini d'operations, 11 est naturel de conjec- 
turer que les transformations d'un groupe de transformations puissent 
aussi etre ordonnees par paires de transformations inverses I'une de 
I'autre. Dans des travaux anterieurs, je suis parvenu a la conclusion 
que tel devrait etre le cas. Mais comme au cours de mes investigations 
en question, certaines hypotheses implicites se sont introduites au su- 
jet des fonctions qui apparaissent, je pense alors qu'il est necessaire 
6'ajouter expressement I'exigence que les transformations du groupe 
puissent etre ordonnees par paires de transformations inverses I'une 
de I'autre. En tout cas, je conjecture que cette exigence est une condi- 
tion necessaire de ma definition originale du concept [Begnff\ de groupe 
de transformations. Toutefois, 11 m'a ete impossible de demontrer cela 
en general. (97], p. 444-445. 

Cependant, en 1884, dans sa toute premiere annee de travail de redac- 
tion en collaboration, Engel proposa un contre-exemple a cette conjecture 
de Lie. Considerons en effet la famille d' equations de transformations : 

oil X, x' E C sont les coordonneesdel'espace-sourceetdel'espace-image, 
et oil le parametre G C est restreint a \(^\ < 1. Evidemment, cette fa- 
mille est fermee par composition, a savoir : lorsque x' = (ix et lorsque 
x" = (2 x', la composition donne x" = C2X' = C2Ci2^' appartient en 

effet a la famille en question, puisque IC2 Ci| < 1 decoule de |Ci|, IC2I < 1- 
Par contre, ni I'element identite, ni I'inverse de toute transformation n'ap- 
partiennent a la famille ainsi definie. 

Comme on I'aura note, cette proposition de contre-exemple n'est en 
fait pas reellement convaincante. En effet, la condition \(\ < 1 est ici vi- 
siblement artificielle, puisque la famille se prolonge en fait trivialement 
comme groupe complet des dilatations (x' = C ^) de la droite com- 
plexe. L'idee de Engel etait d'en appeler a une application holomorphe 
univalente a; : A — C du disque unite A = {C e C: |C| < 1} a va- 
leurs dans C qui possede le cercle unite = 1} comme coupure, a sa- 
voir : u ne peut etre prolongee holomorphiquement au-dela d'aucun point 
Co e c^A = {I CI = 1} du bord du disque unite. L' application u utilisee 
(sans reference bibliographique) par Engel est la suivante ( ll39l . p. 164). Si 
A; ^ 1 est un entier quelconque, soit odfc le nombre de diviseurs impairs de 
k, y compris 1 et A; (lorsque k est impair). 
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Assertion. La serie infinie : 

^(0 := E = E (c^ + c^^ + c^^ + c^^ + ■■■) = E e 

converge absolument dans tout disque Ap = {C G C : \C,\ < p] de 
rayon p < 1 et y definit une application holomorphe univalente A — )■ C 
du disque unite A = {|C| < 1} a valeurs dans C qui ne se prolonge 
holomorphiquement au-deld d'aucun point (q G dA := {\(^\ = 1}. 

En fait, a la place de cette serie explicite, on pourrait utiliser aussi 
n'importe quelle autre application de type uniformisante de Riemann[3 
( I — > u{Q =: A qui etablit un biholomorphisme du disque unite A sur 
un domaine simplement connexe A := u>{A) dont le bord est une courbe 
de Jordan nuUe part localement analytique reelle0. Designons alors par 
A I — > xW ='■ C I'inversed'une telle application, etconsiderons la famille 
d'equations de transformations : 

Par construction, |x(A)| < 1 pour tout A G A. Toute composition de 
x' = x(Ai) X et de x" = x{^2) x' est de la forme x" = xW ^'^ec le 
parametre defini de maniere unique A := a;(x(Ai) xi'^2)), done I'axiome 
de composition de groupe est satisfait. Cependant, il n'y a a nouveau pas 
d'element identite, et a nouveau, aucune transformation ne possede un in- 
verse. Et de plus crucialement (et pour terminer), il n'existe aucun pro- 
longement de cette famille a un domaine plus grand A D A qui soit ac- 
compagne d'un prolongement holomorphe % de x a A de telle sorte que 
x(A) contienne un voisinage de {1} (afin d'atteindre I'element identite), et 
meme a fortiori, il n'existe aucun prolongement holomorphe tel de x a un 

11. Le theoreme de Riemann enonce que pour tout ouvert connexe et simplement 
connexe A de C dont le complementaire C\A contient au moins un point, il existe une ap- 
plication biholomorphe — c'est-a-dire holomorphe, bijective et d'inverse holomorphe — 
X : A — > A de A sur le disque unite A C C, appelee uniformisante de Riemann. Le 
theoreme reflexion de Schwarz stipule qu'en tout point Aq € dA du bord de A autour du- 
quel dA est un petit morceau de courbe analytique reelle, F uniformisante x se prolonge 
holomorphiquement dans un voisinage de Aq. Reciproquement, si x se prolonge holomor- 
phiquement au-dela d'un point du bord de A, ce bord est alors necessairement analytique 
reel au voisinage de ce point. 

12. On peut meme considerer un domaine dont le bord est une courbe de Jordan 
continue nulle part differentiable, voire dont le bord est un ensemble fractal, comme par 
exemple le flocon de Von Koch ; on trouvera une presentation concise et lumineuse de la 
theorie de Caratheodoy sur le prolongement au bord des uniformisantes de Riemann dans 
leChapitre 17 de lITIIll . 



Chapitre 3. Theoremes fondamentaux sur les groupes de transformations 93 

voisinage de A (afin d'obtenir les inverses des transformations x' = x(A) x 
avec A G A proche de dA). 

Dans le volume I de la Theorie der Transformations gruppen, cet 
exemple apparait seulement au Chapitre 9, pp. 163-165, et il est ecrit en 
petits caracteres. Constation frappante : pour des raisons de purete et de 
systematicite dans la pensee, la structure des neuf premiers chapitres est or- 
ganisee afin de faire autant que possible I'economie de I'existence d'un ele- 
ment identite et de transformations inverses I'une de 1' autre par paires. Ce 
choix theorique complexifie considerablement la presentation de la theorie 
fondamentale, pourtant censee etre relativement facile d'acces afin de tou- 
cher un public assez large de mathematiciens. Mais il est bien connu que la 
meilleure qualite dans I'exposition des premiers elements d'un ouvrage et 
que les meilleurs choix strategiques quant a son organisation thematique, 
ne peuvent etre atteints, paradoxalement, qu'a la fin du processus de mise 
en forme dans son ensemble. Impossible, done, de demander au jeune et 
novice Friedrich Engel (alors age de 24 ans) de faire prevaloir un point 
de vue d'accessibilite et de simplicite dans la presentation. Au contraire, 
I'objectif affirme de son maitre Sophus Lie etait d'atteindre la plus grande 
generalite, de s'elever le plus haut possible dans un tel traite. 

Et malgre le contre-exemple du jeune Engel que nous venons de de- 
tainer, Lie etait quand meme persuade que 1' analogic profonde de sa theo- 
rie des groupes continus avec la theorie des groupes finis de substitutions 
n'etait pas, dans sa racine metaphysique profonde, reellement remise en 
cause. Ainsi, toutes les fois que cela est possible du point de vue abstrait 
de Lie, les enonces des neuf premiers chapitres de la Theorie der Transfor- 
mationsgruppen n'utilisent ni I'existence d'un element identite, ni I'exis- 
tence de transformations inverses I'une de I'autre par paires. Engel et Lie 
etudient seulement les families continues finies d'equations de transfor- 
mations x'j = fi{ ), i = 1, . . . ,n qui sont fermees par com- 
position au sens de la note p. |90l sans hypothese supplementaire : grand 
degre d' abstraction et de generalite. En fait, a partir de cette seule condi- 
tion de fermeture par composition, Engel et Lie deduisent que les equations 
finies x'- = fi{x; a) satisfont certaines equations dijferentielles fondamen- 
tales, stipulees dans le Theoreme p. 1 1001 ci-dessous (Theoreme 3 p. 33 
dans ll39l ). C'est alors I'existence de telles equations differentielles qu'ils 
prennent systematiquement comme hypothese principale, a la place de la 
fermeture par composition, toujours sans element identite et sans transfor- 
mations inverses. 

Le Theoreme 26 est enonce a la page 163 de [|39l (voir p. 11481 ). et il 
est demontre tout juste avant que n'apparaisse le contre-exemple de Engel. 
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Ce theoreme raffine et subtil confinne la croyance metaphysique de Lie, 
montre sa perseverance intellectuelle, et prouve a nouveau sa remarquable 
force de conceptualisation. En resume, il s'enonce comme suit0. 

Soit x[ = fi{x; ai, . . . ,ar), i = 1, . . . ,n une collection de trans- 
formations fermee par compositions locales. D'apres le theoreme enonce 
p. llOOl ci-dessous. il existe un systeme d'equations differentielles fonda- 
mentales de la forme : 

1^ = X] '^kj{a) ■ (i = l-n;fc = l-r). 

qui est satisfait identiquement par les fonctions fi{x,a), ou les ^pkj sont 
certaines fonctions analytiques des parametres ( ). Si Ton intro- 

duit alors les r transformations infinitesimales (voir le § 3.4 ci-dessous) 
qui sont definies par : 

^ ^ki{x) =: Xkif) (fc = l...r), 

1=1 * 

et si Ton forme les equations finies : 

X- = exp (AiXi + • ■ ■ + XkXk) (x) 

= : gi{x] Xi, . . . , \r) (i = l...n) 

du groupe a r parametres qui est engendre par ces r transformations infini- 
tesimales, alors ce groupe contient I'element identite g{x; 0) et ses trans- 
formations sont ordonnees par paires inverses I'une de 1' autre : g{x] —A) = 
g{x; A)~^. Enfin, le Theoreme 26 en question (p. [148] ci-dessous) enonce 
que dans ces equations finies x'^ = gi{x; A), il est possible d'introduire 
de nouveaux parametres locaux ai, . . . , a^. a la place de Ai, . . . , A,, de telle 
sorte que les equations de transformations qui en resultent : 

X- = gi{x; Ai(a),...,A^(a)) 

= • • • • 1 ^n^ fll, • • • , Or) {i = l-n) 

representent une famille de oo'' transformations qui embrasse, apres un 
prolongement analytique eventuel, toutes les oo' transformations initiales : 

Xj fi{X\^ • • • 1 •^m Ctl, • • • ) Otr)- 



13. En premiere approche, ce passage doit etre lu en admettant quelques notions qui 
ne seront presentees que dans les paragraphes qui suivent. 
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Ainsi Lie realise-t-il et confimie-t-il son idee d'epuration axiomatique. En 
repondant a Engel que Ton doit s'autoriser a changer eventuellement de pa- 
rametres0, on peut toujours elargir le domaine initial d'existence pour cap- 
turer I'identite et les transformations inverses. A la contre-exemplification 
contrariante repond done la dialectique complexifiante de verites supe- 
rieures qui doivent etre quetees sans relache. 

Afin de poursuivre et de rendre plus comprehensible cet enonce, il 
nous faut a present exposer : 1) les transformations infinitesimales (§ 3.4) ; 
2) les equations differentielles fondamentales (§ 3.5) ; 3) la reconstitution 
des equations finies du groupe a partir d'une collection de transforma- 
tions infinitesimales independantes (§ 3.6) ; 4) le theoreme de Clebsch- 
Lie-Frobenius sur les systemes complets et independants d'equations aux 
derivees partielles (§ 3.7). 

3.4. Introduction des transformations infinitesimales. Soit e une quan- 
tite infiniment petite au sens de Leibniz, ou une quantite arbitrairement 
petite soumise au formalisme rigoureux de Weierstrass. Pour chaque k G 
{1, 2, . . . , r} fixe a I'avance, considerons le point : 

fi ^X, 6i , . . . , 6fc -|- £, . . . , 6-n) 
dfi , , 

= Xi + - — [x;e)-e-\ (i = i - n) 

dak 

qui est deplace infinite simalement en partant du point initial x = f{x; e) 
en ajoutant I'increment infime e seulement a la A;-ieme coordonnee du 
parametre identite e. Grace a un developpement de Taylor a I'ordre 1, on 
peut interpreter ce mouvement spatial infinitesimal en introduisant, pour 
tout k E {l,2,...,r}, le champ de vecteurs (ainsi qu'une notation rac- 
courcie appropriee pour designer ses coefficients) : 

1=1 1=1 

ecrit ici sous la forme d'un operateur de derivation d'ordre un. On peut 
aussi le considerer comme une famille de vecteurs colonnes : 

fcl ) ■ ■ ■ 1 ^kn) 

X 

bases aux points x, o\x ^(■) designe 1' operateur de transposition des ma- 
trices, qui transforme bien sur les lignes horizontales en lignes verti- 
cals. Alors on peut reecrire ce mouvement infime sous la forme x' = 



\ dak ' ' dak I 



14. En changeant de parametre dans la famille x' = x(A) x, on retrouve evidemment 
le groupe complet des dilatations x' = Qx. 
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X + e + ■ ■ ■ , ou bien encore, de maniere equivalente : 

X[ = Xi + e Ckiix) ^ {i = l-n), 

oil les termes supprimes "+ ■ ■ ■ " sont bien entendu des 0(6^) uniformes 
par rapport a x, de telle sorte que d'un point de vue geometrique, x' est 
«pousse» infinitesimalement a partir de x d'une longueur e le long du 
vecteur , comme I'illustre la partie gauche de notre figure (avec k = 
1). 

.03 



ai 





Deplacement infinitesimal x' — x + e X'^ tons les points 

Plus generalement, toujours a partir du parametre identite e, on peut 
ajouter a e un increment infinitesimal arbitraire : 

(ei + £ Ai, . . . , Cfe + e Afc, . . . , Cr + e A^) , 

oil ^(Ai, . . . , Ar) |g est un vecteur tangent constant base en e dans I'espace 
des parametres. Alors grace a la linearite de I'application tangente, c'est-a- 
dire grace a la regie de derivation composee en coordonnees, il en decoule 
que : 

fi{x] e + £ A) = + ^ 5 Afc ■ -^{x] e) H 



k=l 



dak 



fc=i 



de telle sorte que tous les points x' = x + e X A — ■ sont simultanement et 
infinitesimalement deplaces le long du champ de vecteurs : 



X := Ai XI 



\r X^ 



qui est la combinaison lineaire generale des r precedents champs de vec- 
teurs basiques X^, k = 1, . . . , r. 

Occasionnellement, Engel et Lie ecrivent qu'un tel champ de vecteurs 
X appartient au groupe x' = f{x; a), pour signifier que X vient accompa- 
gne du mouvement infinitesimal x' = x + e X qu'il est suppose executer 
(les points de suspension sont censes etre supprimes dans I'intuition). En 
accord avec cet acte de pensee synthetique, Lie appelle X une transfor- 
mation inGnitesimale, considerant en effet que x' = x + e X est juste un 
cas particulier de x' = f{x,a). Une autre raison fondamentale et tres pro- 
fonde, pour laquelle Lie dit que X appartient au groupe x' = /(x; a) est 
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qu'il a demontre que les groupes continus finis de transformations locales 
sont en correspondance biunivoque avec les espaces vectoriels purement 
lineaires : 

Vectc(Xi,X2,...,X,), 

de transformations infinitesimales, qui heritent en fait aussi, directement 
a partir de la loi de multiplication de groupe, d'une structure algebrique 
additionnelle, comme nous allons maintenant le rappeler. Quelques prepa- 
ratifs (§§ 3.5, 3.6 et 3.7) sont necessaires. 

Tout d'abord (§ 3.5), il faut infinitesimaliser — c'est-a-dire differen- 
tier — la loi de composition de groupe, reorganiser les equations obtenues, 
et interpreter geometriquement leur signification. 

Ensuite (§ 3.6), il faut traduire dans la theorie des groupes les theo- 
remes classiques sur I'integration des systemes d'equations differentielles 
ordinaires d'ordre un. Ces systemes correspondent a I'integration d'un, et 
d'un seul champ de vecteurs. Une demiere piece preliminaire est done ne- 
cessaire (§ 3.7) : le theoreme de Clebsch-Frobenius, qui correspond a I'in- 
tegration de plusieurs champs de vecteurs soumis a une certaine condition 
de compatibilite. 

3.5. Equations differentielles fondamentales. Partons de la loi de com- 
position de groupe, que nous reecrivons comme suit : 

= f{f{x; a); b) = f{x; a ■ b) =: f{x; c). 

Ici, c := a ■ b depend de a et b, mais a la place de a et b, nous allons 
considerer a et c comme parametres independants. Ainsi, en rempla9ant 
b = a^^ ■ c =: 6(a, c), les equations : 

fi{f{x;a); b{a,c)) = fi{x;c) {i = i-n) 

sont satisfaites identiquement pour tout x, tout a et tout c. Ensuite, pour 
A;G{l,2,...,r} fixe, differentions ces identites par rapport a a^, en notant 
de maniere abregee /• = fi{x'; b) et x'j = fj{x; a), ce qui nous donne : 

dx[ dttk dx'^ dak dbi dak dby. dak 

Ici bien sur a nouveau, I'argument de est (/(x, a); b{a, c)), I'argument 
des x'l est {x; a) et I'argument des bj est (a, c). Grace a x"{x'; e) = x', la 
matrice §§-{f{x; e); b{e, e)) est I'identite Inxn- Par consequent, en appli- 
quant la regie de Cramer0, pour tout k fixe, nous pouvons resoudre les n 



15. — et en rapetissant aussi si necessaire les domaines d' existence, mais sans in- 
troduire de denomination speciale — 
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equations lineaires precedentes par rapport aux n inconnues . . . , 
et nous obtenons des expressions de la forme : 

= -luix', fe) |^(a, c) + ■ ■ ■ + Er„{x', b) |^(a, c) 
(2) dttfc dak oak 

(u = I ■■■ n ; k = 1 ■■■ r) J 

pour certaines fonctions analytiques Ej^(x',b) qui sont independantes de 
k. 

db 

D' autre part, afin de pouvoir substituer la derivee partielle ^ par une 
expression adequate, differentions par rapport a les equations suivantes, 
qui sont satisfaites identiquement : 

= m^(a,6(a,c)) (M = i-r). 

De cette maniere-la, nous obtenons : 

dttk ^ OT^ OOfc 
7r=l 

Mais puisque la matrice se reduit a la matrice identite I^xr pour0 
(a, 6(a, c)) I ^^^^^ = (e, e), la regie de Cramer, a nouveau, nous permet 



de resoudre ce systeme par rapport aux r inconnues et nous obtenons 



ainsi des expressions de la forme : 

oak 

avec certaines fonctions '^k-n, qui sont definies dans un domaine eventuel- 
lement plus petit. En posant (a, c) = (e, e) dans le meme systeme avant de 
le resoudre, nous obtenons en fait (noter le signe « moins ») : 



•.dak / Isgfc^r 

d'ou \l/fc,r(e, e) = —S^, ou le symbole 5^ vaut 1 si A; = tt et sinon. 

Nous pouvons done maintenant inserer dans (2) la valeur obtenue "^k-K 
pour ce qui nous donne des equations aux derivees partielles qui sont 
absolument cruciales dans toute la theorie de Lie : 



(2') —^{x;a)^y" -^k7r{a,b)-E^^{x\b) {u = i-n, k = i-r) 

TT—l 

Ces equations sont de la plus haute importance [ausserst wichtig], 
comme nous allons le voir plus tard. |39], p. 29. 

16. — seulement parce que in(e, b) = b — 
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Ici, nous avons remplace cpar c = c(a, b) = a-b, d'ou b(a, c(a, 6)) = 
b, et nous avons reconsidere (a, b) commes variables independantes. 

Maintenant, en posant b := e dans ces equations (2'), les derivees 
partielles par rapport aux parametres des transformations x- = a) 
s'expriment par des equations differentielles : 



(2") 




(i = 1 ■■■ n, fc = 1 ■■■ r) , 



qui les font apparaitre comme combinaisons lineaires, avec certains coef- 
ficients ipkjitt) := \E'fcj(a,e) qui dependent seulement de a des quantites 
iji{x') := r.ji(x', b)\^_ . Mais nous connaissons en fait deja ces fonctions 

En effet, si nous posons a = e dans ces equations, alors grace a 
^fcj(e) = —6l, nous obtenons immediatement : 

Cki{x) = Cki{x'{x; e)) = -Tr-{x] e), 

oak 

d'ou les ^ki{x) coincident, modulo un signe «moins» uniforme, avec les 
coefficients des r transformations infinitesimales que nous avons deja in- 
troduites p. |951 et que nous avons considerees comme des operateurs de 
derivations donnant la direction d'un mouvement infinitesimal de tous les 
points de I'espace : 



X 



k r. 



x\ e) h 



(3) 



da 



-iki{x) 



dxi 
d 



+ - — [x; e) 



dak 

^kn{x) 



dXn 



d 



{k = l-r). 



OX I OXn 

Maintenant enfin, apres avoir reproduit a I'aveugle ces calculs arides d'eli- 
mination differentielle dus a Lie, nous pouvons devoiler encore plus pre- 
cisement 1' interpretation geometrique adequate dont sont riches les equa- 
tions differentielles (2") doublement encadrees. 



xf. 



X 



9afc le 



/a(x) 



fai-) 




Signification geometrique des equations differentielles fondamentales 
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Plutot que de differentier par rapport a au point special (x; e), nous pou- 
vons, par souci de generalite, differentier en un point quelconque (x; a), ce 
qui nous donne alors les champs de vecteurs : 

et alors les equations differentielles fondamentales expriment que ces r 
nouvelles transformations infinitesimales : 







U.) ^kr{a)X:. 


fa{x) 



sont des combinaisons lineaires a coefficients qui ne dependent que des 
parametres de groupe (ai, . . . , a^), des r transformations infinitesimales 
XI, . . . ,X^ calculees au parametre-identite e, et reconsiderees au point 
fa{x) issu de x qui est «pousse» par la transformation fa{-)- Le dia- 
gramme illustre geometriquement cette interpretation. 

Enfin, puisque la matrice tpi*^) possede un inverse ip{a) qui est ana- 
lytique dans un voisinage de e, les equations differentielles fondamentales 
peuvent aussi etre ecrites sous la forme reciproque, parfois utile : 

(4) ^ji(x'{x]a)) -tpjkia) ■ ^{x;a). (i = i-n; i = i-r). 

k=l 

Nous pouvons done maintenant enoncer le tout premier theoreme fonda- 
mental de la theorie de Lie. 

Theoreme. (p9|. pp. 33-34) Si les n equations de transformations : 

dont les parametres ai, . . . , sont tous essentiels represented un groupe 
continu fini local de transformations^ alors x[, . . . , x'^, considerees 
comme fonctions de ai, . . . , a^, Xi, . . . ,Xn satisfont certaines equations 
differentielles de la forme specifique : 

(5) ^ = y^ tlJkj{ai,---,ar) ■ ^ji{x[,...,x'J (i = l-n; fc = l-r), 

J = l 

ou la matrice ipkj (a) de fonctions analytiques definie au voisinage de 
I'identite e satisfait ipkji^) = —^i, st ou les fonctions Cki{x), egales a 



17. Ici, nous avons admis I'existence d'un element identite et nous avons suppose 
que les transformations peuvent etre ordonnees par paires de transformations inverses 
I'une de I'autre. Mais Engel et Lie deduisent I'existence d'equations differentielles du 
type (5) sous la seule hypothese que la famille x' = f{x; a) soil fermee par composition, 
au sens explicite dans la note p.|90l voir aussi le § 3.9 ci-dessous. 
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— -^{x; e), coincident, modulo un signe « moins » uniforme, avec les co- 
efficients des r transformations infinitesimales basiques : 

1=1 

De plus, il est impossible de trouver r quantites constantes Ai, . . . , non 
toutes nulles telles que les n expressions : 

VKiriix') (i = l-n) 

s 'annulent simultanement. 

Cette derniere propriete signifie evidemment que les r transforma- 
tions infinitesimales Xi, . . . ,Xr sont lineairement independantes^et elle 
decoule du fait que les parametres sont tous essentielsQ Apres avoir forme 
les transformations infinitesimales Xfc := ^^ix; e) , on peut done tester de 
maniere directe, effective et finitaire I'essentialite des parametres, en exa- 
minant seulement0 s'il existe des combinaisons lineaires a coefficients 
constants entre les colonnes de la matrice e). 

18. — sur C ou sur R, suivant que a e C ou a e M*" — 

19. Si les parametres (ai, . . . , a,.) ne sont pas essentiels, d'apres le theoreme p. [83] 
le rang generique poo de I'application infinie Fqo des coefficients est ^ r — 1. Mais 
lorsque les equations de transformations constituent un gwupe continu fini, on peut etablir 
{voir 111091 ) qu'en fait, le rang (tout court) de est egal a p^o au parametre identite 
e, et done aussi par voie de consequence, egal a dans un voisinage de e. 11 existe 
done au moins un champ de vecteurs 3^ = '''k{0') gf^ non nul en e a coefficients 

analytiques tel que : = =T fi{x; a) — '''k{a) ^^i^i pour tout i = 1, . . . ,n. 

En remplagant maintenant chacune des derivees partielles par sa valeur deduite des 
equations differentielles fondamentales (5), on obtient : 

■r r 

= ^ Tk(a)il;kj(a)£,ji{x'{x;a)) (i = i-n). 

j=i k=i 

Enfin, en posant a = e dans ces equations, en rappelant ij^kj (e) = —^k^ et en introduisant 
les constantes Aj := X]fc=i ''"feC^) '0fei(e) = "TjX^) 1*^^ P^^ toutes nulles par 

hypothese, on en deduit des equations : 

= Ai^ii(a:)H VK^.riix) (i = i...„) 

qui montrent que les champs de vecteurs Xk ne sont pas lineairement independants. 

20. C'est done un exemple d'irreversible-synthetique : pour un groupe de transfor- 
mations, on contourne ainsi I'infinite potentiellement imparcourable de toutes les veri- 
fications qui seraient a priori necessaires en toute generalite afin de connaitre le rang 
generique exact de la matrice jacobienne Jac Fqo, dont les colonnes sont en nombre in- 
fini. La generalite initiale du concept d'essentiaUte des parametres se transforme en un 
critere concret, calculable et effectif. 
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Definition. On dira que r champs de vecteurs quelconques (qui ne pro- 
viennent pas forcement d'un groupe de transformations) a coefficients ana- 
lytiques Xj. = Yll^=i k = l,...,r, sont independants s'ils 

sont lineairement independants, a savoir, s'il n'existe pas de constantes 
Ai, . . . , Af. non toutes nuUes telles que AiXi + ■ ■ ■ + X^Xr = 0. 

Ainsi un groupe dont les parametres sont essentiels donne-t-il nais- 
sance a une collection de transformations infinitesimales independantes. 

Question. Reciproquement, peut-on reconstituer le groupe de transforma- 
tions x' = f{x; Oi, . . . , Or) a partir des r transformations infinitesimales 
Xi, . . . , Xr qui donnent toutes les directions de mouvement infinitesi- 
mal possible, lorsqu'on fait subir un increment infinitesimal (ei, . . . , + 
e, . . . , e„) a la /c-ieme coordonnee du parametre-identite ? 

Principe de retour en arriere de la genese : on salt bien que la theo- 
rie de I'integration permet de reconstituer le fini a partir de I'infinitesi- 
mal. Cette question en souleve d'autres. Comment integrer un systeme de 
champs de vecteurs Xi, . . . , ? Retrouve-t-on toujours une famille de 
transformations fermee par composition ? 

Lorsque r ^ 2, la « non-canonicite » des r transformations infinite- 
simales Xi, . . . , Xr se revele immediatement. En effet, des qu'on effectue 
un changement de parametres a t-)- 6 = 6(a) fixant I'identiteEl ce qui 
transforme /(x; a) en g{x; b) := f{x; a(b)), les r transformations infi- 
nitesimales Yk := §§^{.x] e) calculees de la meme maniere dans le nou- 

vel espace des parametres deviennent certaines combinaisonsE^ lineaires 
a coefficients constants des precedentes transformations infinitesimales 
Xi, . . . , X^. De telles combinaisons lineaires interviennent aussi necessai- 
rement lorsqu'on calcule les transformations infinitesimales X^ non pas en 
I'identite e, mais en un parametre a quelconque. Ainsi ces deux observa- 
tions montrent clairement que la structure lineaire est centrale. 

3.6. Champs de vecteurs et groupes a un parametre. Pour commen- 
cer, etudions tout d'abord la question posee a I'instant dans le cas d'une 
seule transformation, c'est-a-dire lorsque r = 1. Dans la theorie de Lie 
s'exprime une affirmation d'equivalence ontologique qui a de nombreuses 
implications et qui demande des explications : 

transformation infinitesimale = champ de vecteurs quelconque 



21. On note alors b t-^ a = b{a) le changement inverse de parametres. 

22. La regie de derivation des fonctions composees donne en effet immediatement : 
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En effet et pour commencer, rappelons que tout champ de vecteurs : 

i=l 

n'est pas seulement un operateur de derivation, il vient aussi accompagne 
de son tiot — dont nous admettrons I'existence, voir ||87l 11531 19llll24ll — 
note : 

(x; t) I — )■ exp(tX)(x). 

Ce flot est defini geometriquement en suivant la courbe integrale de X is- 
sue d'un point x jusqu'au « temps » t, ou bien, de maniere equivalente et 
d'un point de vue analytique, en integrant le systeme d'equations differen- 
tielles ordinaires : 

dx ' 

= ^i{xi{t),...,Xn{t)) (i = l-n) 

avec la condition initiale Xi{0) = Xi, la valeur au temps t de la solution 
etant justement exp{tX)(x). Or le flot est un groupe a un parametre de 
diffeomorphismes locaux : 



exp{t2X){exp{tiX){x)) = exp ((ti + t2)(^)) 



X) 



I'identite correspondant au parametre t = et I'inverse de x h-> 
exp{tX){x) etant tout simplement x exp{—tX){x). 

Soit done maintenant x'^ = fi{x; a) un groupe continu de transforma- 
tions (au sens de Lie) a un seul parametre a G C (ou bien a G M) pour 
lequel la transformation identique correspond au parametre a = 0. Les 
equations differentielles fondamentales (5) ci-dessus : 

dx'- 

= ipia) ■ ^i{x[, . . . ,X'J {i = l-n) 

consistent alors en un systeme d'equations differentielles ordinaires du pre- 
mier ordre parametrees par a. Mais en introduisant le nouveau « parametre- 
temps » defini par : 

t = t{a) := / tp{d) da, 



on peut transferer immediatement ces equations differentielles fondamen- 
tales vers un systeme de n equations differentielles ordinaires dont tous les 
seconds membres deviennent independants du temps : 

(1) ^ =^i(x;,...,0 {i = l-n). 
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X' := 



L' integration revient par consequent a calculer le flot du champ de vec- 
teurs : 

« = 1 ' 

vu dans I'espace des {x\, . . . , x'^. Avec les memes lettres /j, nous ecrirons 
t) a la place de a{t)) en supposant que ce changement de pa- 
rametre a deja ete execute. Alors en fait, I'unique solution du systeme (1) 
avec la condition initiale x[{x; 0) = xi n'est autre que x[ = fi{x; t) : le flot 
etait donne et connu depuis le debut. De plus, I'unicite du flot et le fait que 
les coefficients sont independants de t impliquent tous deux que la loi de 
composition de groupe correspond alors juste a 1' addition des parametres 
« temporels » : 

(2) fi{f{x; ti); t2) = fiix; h + ta) (i = i-n). 

En fait, on peut redresser localementEl le champ X' en le champ 
tres simple dans un certain nouveau systeme de coordonnees 

(y[,y2, . . . , y'n), et alors le fait que les parametres temporels s'additionnent 
devient evident. 

Theoreme. Tout groupe continu a un parametre : 

x'i = fi{Xl, . . . , Xn', t) {i = l-n) 

est localement equivalent, a travers un changement approprie de variables 
X y = y{x), a un groupe de translations : 

y'l=yi + t, Z/2 = 2/2, , yn = Vn- 



VI 



X = f(0,v; yi) 
= ■!■(!/) ^ 

V = 




Fig. : Redressement d'un flot au moyen d'un diffeomorphisme 

Preuve. On peut supposer depuis le debut que les coordonnees 
xi, . . . ,Xn ont ete choisies et adaptees de telle sorte que Ci(0) = 1 et que 
^2(0) = • ■ ■ = 'Cn(O) = 0. Dans un espace auxiliaire . . . , y„ represente 
sur la gauche de la figure, considerons tous les points y := (0, 2/2, ... , yn) 
proches de I'origine qui se trouvent sur I'hyperplan de coordonnees com- 
plementaire de I'axe des yi, et introduisons le diffeomorphisme : 

yi — ). x = x{y) := /(0,y; yi) =: $(y), 



23. Rappelons que le principe de relocalisation sous-entend que Ton se replace en 
un point generique ou le champ X ne s'annule pas (sinon 11 est identiquement nul, cas 
ininteressant). 
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defini en suivant le flot f{y; t) jusqu'a un temps t = yi en partant de tous 
ces points possibles ydans I'hyperplan en question. Cette application est 
effectivement un diffeomorphisme local fixant I'origine, grace a ^^(0) = 

^(0) = 6(0) = 1, grace a ff (0) = ^(0) = ^^(0) = et grace a 
$fc(0, = ykiork = 2, . . . , n. Nous affirmons maintenant que le flot 
(courbe) qui est represente dans la partie droite de la figure a ainsi ete 
redresse a gauche pour devenir juste une translation uniforme dirigee par 
I'axe des yi. En effetEl si Ton suppose a I'avance que le nouveau flot est 
effectivement donne par y' = yet par y[ = yi + t, et si on effectue ensuite 
des substitutions : 

x' = /(O,^; y[) = f{0,y; yi+t) f{f{0,y; yi); t) = /(x; t), 

nous retrouvons de cette maniere-la le flot x' = f{x; t) qui etait defini de 
maniere unique. □ 

En general, dans les traites contemporains de geometric differentielle, 
les flot sont etudies sous I'hypothese que les champs de vecteurs soient dif- 
ferentiables, de classe au moins voire lipschitziens. Mais dans le cas 
oii les coefficients des champs de vecteurs sont tous analytiques (hypo- 
these generale admise par Engel et Lie), il existe une serie entiere explicite 
et simple, appelee serie de Lie (et etudiee entre autres par Grobner |65|), 
qui redonne le flot sans aucune integration, directement a partir des coef- 
ficients du champ de vecteurs X' = Yll=i iii^') 

Admettons done le resultat d'apres lequel le flot (local ou global) est 
analytique, si les ^i{;x') le sontE^. La solution formelle x'{x] t) du systeme 
d' equations differentielles ordinaires (1) satisfaisant 0) = x peut etre 
recherchee en developpant I'inconnue x' en serie formelle par rapport a la 
variable temporelle t, les deux premiers termes etant evidents : 

^) = ^ 2jfc(x) = Xi + t^i{x) H (i = i-n). 

Ainsi done, quelles sont les fonctions-coefficients Sjfc(x) ? En differen- 
tiant (1) une premiere fois par rapport a t, puis en rederivant encore une 
fois le resultat obtenu, tout en resubstituant comme il se doit, on obtient 



24. A travers le diffeomorphisme local y n- x = ^{y), le flot x' = f{x; t) se 
transforme naturellement par substitution en le flot bien determine 3>(j/') = /($(?/); t), 
oubien, de maniere equivalente en le flot: y' = cE>~^(/($(y); i)). 

25. Voir im ; nous pourrions en fait re-etablir un tel resultat via des techniques de 
series majorantes en partant de la formule exponentielle de Lie que nous allons donner a 
r instant. 
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par exemple : 

cPx'i sr^ d^j_ dx'f, 
k=i -'^k 

k=l 1^ 

oil X'{^i) et X'{X'{^i)) sont des fonctions de {x\, . . . , x'^), et done gene- 
ralement, par une recurrence evidente : 

^ = • • • •••)= x'{-- ■{x'jx' ix'^)) ...), 

fc— 1 fois k fois 

pour tout entier k ^ 1, sachant que X'{x'^} = = ^i{x') ; il sera utile de 
convenir que X'^x'^ = x[ lorsque A; = 0. 

En posant maintenant t = dans ces equations = X' {x'^, nous 
obtenons done 1' expression recherchee des fonctions Eik{x) : 

kl E,k{x) = X'''{x%^^ = X^{xi), 

ou X := Ym=i ^ii^) ^ meme champ de vecteurs que X', vu dans 
les coordonnees (xi, . . . , x„). Ainsi de maniere surprenante, V integration 
d'un flot dans le cas analytique revient a la sommation d'un nombre infini 
de termes dijferenties. 

Proposition. U unique solution x\x] t) d'un systeme d' equations dijferen- 
tielles ordinaires : 

' dx'i , , 

a;'j(x; 0) = Xi {i = \-n) 

qui est associe ou bien a un groupe de transformations a un seul para- 
metre via les equations differentielles fondamentales de Lie, ou bien a un 
champ de vecteurs quelconque X' = Yll=i est fournie par le 

developpement en serie entiere convergent : 

(3) x'i{x;t)=Xi + tX{xi) + --- + '-^X\xi) + --- (i = i-n), 

oil X = J2^=i ^i(^) ^ meme champ que X' vu dans les coordon- 
nees (xi, . . . , qui agit sur Xi comme derivation X^ d'ordre k arbi- 
traire. De plus, ce developpement peut aussi etre reecrit de maniere ap- 
propriee au moyen d'une simple notation exponentielle : 

(3') x[=exp{tX){xi) = J2^-j^i^i) (i = i-n). 
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Ainsi cette proposition etablit-elle I'equivalence ontologique fonda- 
mentale : 

groupe local a un parametre = transformation infinitesimale , 

qui s'insere plus generalement dans I'equivalence fonctionnelle entre le 
differentiel infinitesimal et le local fini, tout en developpant les premiers 
elements d'une theorie geometrique du mouvement. Toutefois, cette equi- 
valence ne saurait s'affirmer comme principe d'egalite absolue entre deux 
etres initialement distincts qui deviendraient par la-meme strictement inter- 
changeables. Comme dans toute autre equivalence mathematique, I'onto- 
logie est interrogation en devenir sur la structure et sur la constitution d'un 
etre mathematique problematique. A travers les equivalences que I'etre 
mathematique decouvre a son propre sujet par 1' analyse ou par la synthese, 
I'etre vise en effet a se deployer dans des espaces neufs qui soient propices 
a reveler sa nature intrinseque, en supprimant toutes les formes d'arbitraire 
et de non-comprehension dont est entachee sa donation initiale. 

A strictement parler, aucun enonce mathematique d'equivalence entre 
deux concepts ou entre deux conditions specifiques n'est reellement trans- 
parent dans une double circulation du sens. L' equivalence, en mathema- 
tiques, transcende tout concept logique ou meta- mathematique de termes 
formels syntaxiquement substituables. 

En verite, dans I'equivalence, il doit se manifester un differentiel- 
synthetique du potentiel interrogatif, comme par 1' effet d'une revelation 
progressive qui autoriserait a oublier presque definitivement le membre 
initial de V« equivalence* pour ne retenir que le membre final, plus rap- 
proche, bien que peut-etre encore fort eloigne, de 1' essence de la chose 
a comprendre. Quant au choix de brisure de symetrie dans I'equivalence, 
c'est-a-dire quant au choix de I'initial et du final dans I'equivalence en 
question, c'est bien sur le concept de transformation infinitesimale qui doit 
en quelque sorte eliminer le concept de groupe local a un parametre, pour 
s'y substituer comme objet d'etude principal. Et c'est effectivement ce que 
Lie affirmera systematiquement dans ses travaux : grace a I'equivalence 
en question, on peut mettre entre parentheses 1' intervention de 1' analyse 
comme procede d' integration pour se concentrer seulement sur la classi- 
fication des transformations infinitesimales. L' infinitesimal se substitue au 
fini, car il est plus simple : il est lineaire. 

A vrai dire, si Ton accepte comme Lie les regies de la genericite 
comme hypothese generale d'etude {cf. p.|77]), le theoreme de redressement 
montre que le concept de transformation infinitesimale individuelle est en- 
tierement circonscrit. En effet, toute transformation infinitesimale se reduit 
au champ de vecteurs le plus simple possible : somme reduite a un seul 
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terme, derivation le long d'un seul axe de coordonnees, avec un coefficient 
constant egal a 1. L'infinitesimalisation des transformations transfere la 
theorie des groupes vers I'algebre, et tout d'abord, vers I'algebre lineaire. 
On peut done maintenant se demander quelle doit etre 1' equivalence entre 
groupe a r parametres et systeme de r transformations infinitesimales mu- 
tuellement independantes Xi , . . . , X^. Ici, I'Un va provoquer I'imprevu du 
Multiple, c'est-a-dire forcer la genese de concepts inattendus. Mais pour 
r instant, poursuivons 1' etude des groupes a un seul parametre. 

Engel et Lie ecrivent les champs de vecteurs X — qu'ils appellent 
systematiquement transformations infinitesimales — toujours sous la 
forme «Xf», non pas done comme operateur abstrait de derivation, 
mais comme action effective sur une fonction-test toujours notee 
/ = /(xi, . . . , Xn). L' action concrete de X sur / consiste bien entendu a 
le faire agir comme derivation : 



=1 

Eu egard a 1' equivalence ontologique sus-mentionnee, il est naturel de se 
demander maintenant (scholie) quelle est Taction d'un groupe fini a un 
parametre sur les fonctions. Si done / = /(xi, . . . , Xn) est une fonction 
analytique arbitraire, si Ton compose / avec le flot du groupe a un para- 
metre : 

/' := f{x'i,...,x'J = f{x[{x; t) , . . . , x'^{x; t)), 
et si Ton developpe en serie entiere cette composition par rapport a t : 

f'=(f') +±(^) +'-(^) +■■■ 

■I \J Jt=0 ^ 1! I dt )t=0 ^ 2! \^)t=0 ^ ' 

on doit calculer les quotients differentiels . . ., ce qui ne pose a vrai 

dire aucune difficulte : 

dt ^ dt dx' ^^'dx' 

1=1 ' 1=1 ' 

et ainsi de suite. En posant t = 0, chaque devient Xi, la fonction /' 
devient / et X'{f') devient X{f), et ainsi de suite, et grace a ces observa- 
tions, on obtient le developpement recherche : 

/(x;,...,x'J = /(xi,...,x„) + ^X(/) + --- + gx'^(/) + --- 
= E.,o^(/)=e^P(^^)(/)> 
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qui fait bien sur reapparaitre la symbolique exponentielle. Evidemment, 
par differentiation, on doit retrouver Taction infinitesimale : 

Xf=j^{eMtX)if)),^,. 

Maintenant, soit X = Yl^=i ^ii^) lir transformation infinitesi- 
male qui engendre le groupe a un parametre x' = exp(fX)(a;). Qu'advient- 
il lorsque les variables xi, . . . ,Xn sont soumises a un changement de coor- 
donnees analytiques locales ? Cette question generale est tout a fait cruciale 
quant a 1' individuation effective. En effet, toute donation dans un systeme 
de coordonnees est entachee de quelconque et d'arbitraire. Principe meta- 
physique : user au maximum de la liberte que Ton a de changer le systeme 
de coordonnees afin de specifier et de simplifier au mieux les individus 
geometriques. 

En premier lieu, on doit done comprendre a priori (et en general) de 
quelle fa9on les transformations infinitesimales arbitraires sont modifiees, 
simplifiees ou complexifiees lorsqu'on effectue un changement arbitraire 
de variables. 

Soit done x t-^ x = x{x) un changement de coordonnees analytiques 
locales, c'est-a-dire en faisant apparaitre les indices : 

, . . . , Xn) I ^ (xi , . . . , Xri) (x) , . . . , X^ (''^)) • 

Ici, en respectant la pensee de Lie, aucun symbole fonctionnel n'est intro- 
duit, mais pour les besoins occasionnels de I'exegese modeme, on pourrait 
convenir d'appeler x t-)- $(2;) = x ce diffeomorphisme local, avec une 
lettre auxiliaire $. Neanmoins, le formalisme de Lie presente un avantage 
considerable par rapport au formalisme contemporain, et ce, pour au moins 
deux raisons. 

• D'un point de vue symbolique, le diffeomorphisme inverse : 

(Xi , . . . , X.fj) I y (3^!) • • • ) ^n) • • • ) ■^n('^)) 

s'exprime exactement comme le diffeomorphisme initial, en intervertissant 
seulement0 les roles de x et de x. 

• Aussi bien dans les applications concretes que dans les demonstra- 
tions des theoremes de classification, les fonctions coordonnees-images 
sont toujours donnees explicitement ou specifiquement en fonction des 
coordonnees-sources (xi, . . . , x„), si bien que 1' introduction de symboles 
fonctionnels $j serait superflue ou redondante. En fait, tout changement 

26. On se dispense ainsi d' avoir a resoudre la micro-question de presentation sym- 
bolique formelle : «est-il plus adapte de choisir la lettre <I> ou bien la lettre pour 
designer le diffeomorphisme initial ? ». 
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de coordonnees sous-entend une procedure de remplacement automa- 
tique d' anciennes variables par de nouvelles variables, ce que la notation 
X = x(x) montre de maniere adequate. 

Ainsi, une fonction arbitraire / = /(xi, . . . , a;„) definie dans 
respace-source donne alors naissance, a travers le «miroir» du change- 
ment de coordonnees, a la fonction correspondante : 

(5) /(Xi, . . .,Xn) ■■= f{xi{x), . . .,Xn{x)) 

qui est definie dans I'espace-image. Cette relation s'ecrit aussi de maniere 
symetrique : 

7(^) = fix). 

Le transfert d'une derivation arbitraire X = Xir=i '£r ^ travers ce 
miroir doit alors etre tel que la relation purement symetrique : 

xu-) = x(f), 

soit satisfaite pour toute fonction /, c'est-a-dire que, apres remplacement 
a droite de x par x{x) et en utilisant la differentiation de (5) par rapport a 
Xk, le transfert doit satisfaire : 

n 



dxi ^ dxk \x=x{x) 
1=1 * fe=i ^ ^ ' 



fc=l i=l * ^ 

E(Ef.(^w)S^W.)))fi 

i=l ^ k=l ' 



X). 



Autrement dit, de maniere abregee et en supprimant le symbole de 
fonction-test : 

■^-E^Wa;-- 

En intervertissant les roles de X et de X, nous avons done demontre 
I'enonce suivant. 

Lemme. A travers un changement arbitraire de coordonnees locales : 

{x\ , . . . , Xfi) I V {x\ , . . . , Xfi) (xi (x) , . . . , x^ (x)^ , 
un champ de vecteurs quelconque X = J2^=i ^ii^) ^ transfere vers : 
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De la meme maniere que Ton pouvait ecrire 1' equation / = /, on 
peut maintenant ecrire X = X, etant entendu que ces deux ecritures n'ont 
de sens que si Ton remplace partout x par x (ou partout x par x). 

A present, comment sont transformes les groupes a un parametre ? 
L'enonce suivant {cf. Il39ll87l[l53l ). que nous ne redemontrerons pas, de- 
coule aisement des considerations precedentes. 

Proposition. Le nouveau groupe a un parametre x! = exp{tX)(x) associe 
au nouveau champ de vecteurs X = Yll=i ^ P^^^ ^^^^ retrouve a 

partir de I'ancien x' = exp(tX){x) grace a laformule canonique : 

exp {tX){x) = exp{tX){x)\^^^^_y 

En d'autres termes, I'ancien groupe a un parametre : 

x'i = Xi + J X (Xi) + ^ X"^ (Xi) -\ (i = l-n) 

est transfere vers le nouveau groupe a un parametre : 

X[ =Xi + {X{Xi) + y:^X {x^) -\ (i = l-n), 

oil la variable t reste la meme dans les deux collections de n equations. 

Apres ces preparatifs, nous pouvons maintenant revenir a la ques- 
tion soulevee a la fin du § 3.5 : comment reconstituer les equations 
x[ = fi{x; a) d'un groupe continu fini de transformations a partir de ses 
transformations infinite simales Xi, . . . , Xr ? En prenant une combinaison 
lineaire arbitraire X := XiXi + • ■ ■ + XrXr de ces transformations, apres 
fixation des constantes Afc, on peut considerer le groupe a un parametre 
exp{tX)(x) qui est engendre par X. Autrement dit, en considerant apres- 
coup que les constantes peuvent aussi redevenir variables, on obtient de 
nouvelles equations de transformations : 

x[ = exp (t Xi Xi + ■ ■ ■ + t Xr Xr) (Xi) 

= : /ij (x; t, Ai, . . . , Ar) (j = l...n) 

parametrees non seulement par le « temps » t, mais aussi par ces constantes 
arbitraires A^. La reponse positive que Ton a deja devinee enoncera que 
ces equations de transformations, appelees equations finies canoniques du 
groupe par Engel et Lie, recouvrent completement les equations originales 

Avant de poursuivre, resumons le parcours speculatif et soulevons 
des questions nouvelles. Le Multiple Xi, . . . ,Xr comprend I'Un-divers 
X = XiXi + ■ ■ • + XrXr de transformations infinitesimales individuelles 
possibles. Chaque tel Un-divers jouit pleinement de I'equivalence ontolo- 
gique avec le groupe a un parametre qu'il engendre. Ainsi le groupe a un 
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parametre de I'Un-divers fournit-il gratuitement des equations de trans- 
formations a plusieurs parametres. La question de savoir comment ces 
equations de transformations x'j = hi{x; t, Xi, . . . , A^) sont reliees aux an- 
ciennes equations se divise alors en deux questions. 

• Etant donne r transformations infinitesimales lineairement inde- 
pendantes Xi,...,Xr qui proviennent d'un groupe continu a r para- 
metres essentiels x' = /(x; ai, . . . , a^), comment choisir|3les parametres 
t, Ai, . . . , Ar dans les equations de transformations x' = exp (tAiXi + - ■ ■ + 
tXrXr){x) pour retrouver x' = /(x; ai, . . . , a^) ? 

• Etant donne r transformations infinitesimales lineairement inde- 
pendantes quelconques Xi, . . . , Xr qui ne proviennent pas forcement d'un 
groupe continu fini, les equations de transformations x' = exp (tXiXi + 
• ■ ■ + tXrXr){x) constituent-elles un groupe continu fini ? Et si tel n'est pas 
le cas, sous quelles conditions, necessaires, suffisantes, ou mieux encore : 
necessaires et suffisantes^ cette conclusion est-elle satisfaite ? 

La seconde question exige la notion cruciale de crochet de Lie (§§ 3.8 
et 3.9 ci-dessous), tandis que la reponse a la premiere peut s'en dispenser : 
le passage a un niveau superieur d' abstraction dans les conditions de do- 
nation implique un renversement complet du champ synthetique. 

Tout d'abord, au sujet des fonctions hi{x; t, Xi, . . . , Xr) introduites a 
I'instant, une question se pose immediatement : les r + 1 parametres t et 
Ai, . . . , Ar y sont-ils essentiels ? Certainement pas : ces r + 1 parametres 
se reduisent en fait a r parametres (au maximum), puisque chaque Aj ap- 
parait multiplie par t dans exp{tXiXi + ■ ■ ■ + tXrXr){x). Toutefois, en 
posant t = 1, Engel et Lie etablissent I'essentialite des r parametres res- 
tants Xi, . . . , Xr par une demonstration sophistiquee et ingenieuse que nous 
restituons, en la modernisant et avec de plus amples details, a la fin de ce 
paragraphe. 

Theoreme 8. ( [l39ll . p. 65) Si r transformations infinitesimales : 

Xkif) = ^ Cki{xu . . . ,X„) — {k = l-r) 

i=l * 

sont mutuellement [lineairement] independantes et si, de plus, Xi, . . . , Xr 
sont des parametres arbitraires, alors la totalite [Inbegriff] des groupes'^ 

27. Nous venons d'annoncer que Ton retrouve les equations d'origine, mais il aurait 
tres bien pu se produire que les equations x' = exp (tXiXi + ■ ■ ■ +tXrXr){x) leur soient 
purement etrangeres. 

28. Necessite et suffisance en toute circonstance : exigence riemannienne universelle. 

29. Le principe d'equivalence ontologique enonce p. ll07l s'exerce deja implicitement 
ici : tout groupe a un parametre est identifie par Lie a son generateur infinitesimal. 
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a un parametre Ai Xi{f) + ■ ■ ■ + Ar Xr{f) forme unefamille de transfor- 
mations : 

x'i = Xi + ^ ^fc ■ 6i + X] ~\T2 ' -^^^^^^^ (i = i-"), 

fc=l k,j 

dans lesquelles les r parametres Ai, . . . , Ksont tons essentiels, done une 
famille de oo"^ transformations differentes^ 

Fait remarquable : toute question speculative ou rhetorique qui appa- 
rait naturellement est traitee par Engel et Lie au moment approprie dans le 
continu temporel et memoriel du deploiement irreversible de la theorie. S'il 
existe une systematique du questionnement, c'est dans les mathematiques 
d'inspiration riemannienne qui se sont developpees pendant la deuxieme 
moitie du 19"=™'= siecle qu'il faut en trouver les racines, bien avant que 
I'axiomatique formelle du 20"^™'' siecle ne I'enfouisse sous des strates de 
reconstitution a posteriori et non ouvertement problematisante. 

Maintenant, examinons la premiere question. Pour Ai, . . . , A,, fixes, 
la transformation infinitesimale combinaison lineaire X := Xi Xi + ■ ■ ■ + 
\f Xj. a pour coefficients : 

n 

Ci{x) := ^ Xj^jiix) {i = l...n). 

i=i 

Par definition du fiot x' = exp(tX)(a:), les fonctions : 

hi{x; t, Ai, . . . , Xr) = exp (tXiXi + ■ ■ ■ + tXrXr){xi) 
satisfont le systeme d' equations differentielles ordinaires : 

dhi _ , . 

— C,i[tll, . . . , tin) (i = l...n), 

ou bien, de maniere equivalente : 

dh ^ 

(6) = Xj^ji{hi, . . . ,hn) {i = l...n), 

avec bien sur la condition initiale h{x; 0, X) = x lorsque t = 0. D'un autre 
cote, d'apres le paragraphe qui precede le Theoreme p. 11001 les fonctions 
fi des equations de transformations d'origine x- = fi{x; a) satisfont les 



30. La notation « oo^ » designe le nombre de parametres continus (d'oii le symbole 
d'infinite oo) dont depend un objet analytique ou geometrique. 
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equations differentielles fondamentales : 




(i = 1 ... n; J = 1 ... r) . 



La correspondance recherchee entre les equations de transformations ini- 
tiales x' = f{x; a) du groupe et ses equations finies canoniques x' = 
h{x; t, A) est maintenant foumie par la proposition suivante, qui resout la 
premiere question. 

Proposition. Si les parametres ai,...,ar sont les uniques solutions 
ak{t,\) du systeme d'equations differentielles ordinaires du premier 
ordre : 

^ = ^^j^jk{a) {k = l...r) 

satisfaisant la condition initiale d'apres laquelle a(0, A) = e est V element 
identite, alors les equations suivantes sont identiquement satisfaites : 

fi{x] a{t, A)) = exp (t Xi Xi + ■ ■ ■ + t Xr Xr) (xj) = hi[x] t, Xi, . . . , Xr) 

(j = l...n) 

et elles montrent comment les fonctions hi se deduisent des fonctions fi. 

Preuve. En elfet, multiplions (4) ci-dessus par Xj et sommons par 
rapport a j pour j allant de 1 jusqu'a r, ce qui nous donne : 




(i = l ...n). 



Grace a I'hypothese principale concemant les ak, nous pouvons remplacer 
la seconde somme du membre de gauche par et nous obtenons ainsi 
des identites : 

k=i j=i 

dans la partie gauche desquelles nous reconnaissons une simple derivation 
par rapport a t : 

df ' d ^ 

~(i ^ di^-^'^^' = ■■■Jn) (i = l...n). 

Mais puisque / (x; a(0,A)) = f{x; e) = x est soumis a la meme condition 
initiale que la solution /i(x; t, A) du systeme (6), lorsque t = 0, 1'unicite 
des solutions a un systeme d'equations differentielles ordinaires du premier 



Chapitre 3. Theoremes fondamentaux sur les groupes de transformations 1 1 5 



ordre implique immediatement la coincidence annoncee : /(x; a{t, A)) = 
h{x;t,\). □ 

Demonstration du Theoreme 8 p. \112\ Ici exceptionnellement, nous avons 
observe une legere incorrection technique (la seule que nous ayons pu decouvrir !) 
dans la preuve ecrite par Engel et par Lie ( |[39l . pp. 62-65) au sujet du lien entre 
le rang generique de Xi\^, . . . , Xr\^ et une borne inferieure pour le nombre des 

parametres essentielsEl 

L'idee geometrique principale de Lie est astucieuse et pertinente : elle 
consiste a introduire exactement r — le nombre des Afc — copies du meme es- 

pace xi, . . . ,Xn dont les coordonnees seront notees x[^\ . . . , x^^ pour /i = 
1, . . . , r et a considerer la famille des equations de transformations qui sont in- 
duites pai" les menies equations de transformations : 

xf^' = eMC){x^t^) = hi{x'^'''^- Ai,...,A,) (i = l...n; M = l-r) 

dans chaque copie de I'espace, avec le parametre « temporel » t = 1, ou Ton pose 
pour abreger h{x\ A) := h{x\ 1,A). Geometriquement, on voit ainsi de quelle 
maniere les equations de transformations initiales = hi{x\ Ai, . . . , A^) agissent 
simultanement sur les r-uples de points. Si on les developpe en serie entiere pai^ 
rapport aux pai^ametres A^, ces transformations s'ecrivent : 



(5) 

^ ' k=l k,j 

(j = 1 ••• n; fJ, = l ■■■ r), 

Oil nous avons bien sur pose : ^^.f := Cfci(x(^)) et X^^^ := J27=i ^ki{x^''^) 

ax- 

Une telle idee se revelera fructueuse dans d'autres contextes, cf. la demonstration 
du Theoreme 24 p. ll44l ci-dessous. 

D'apres le theoreme p. [83l afin d'etablir que les parametres Ai, . . . , A^ sont 
essentiels, on doit seulement developper x' en serie entiere par rapport ax a. I'ori- 
gine : 

4=Y1 ^«(A)^" ii = l...n), 

et montrer que le rang generique de la matrice infinie des coefficients A i — > 
(^^(A))^g*j^„" est le maximal possible, egal a r. De meme et immediatement, 



3L A la page 63, il est dit que si le nombre r de transformations infinitesimales 
independantes Xk est ^ n, alors la matrice {S.ki{x)) .^^'^^^ (de taille r x n) de leurs 
coefficients est de rang generique egal a r, mais cette assertion est contredite pour n ~ 
r ~ 2 par les deux champs de vecteurs x + y et xx + xy . Toutefois les idees 
et les arguments de la preuve presentee (qui ne necessite en fait pas de telle assertion) sont 
parfaitement corrects. 
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on obtient le developpement correspondant des equations de transformations dans 
les espaces-copies : 

(6) x'f^' = J2 ^a'^^^(A) {x^^^r (i = i--; M=i.-), 

avec, pour tout /i = 1, . . . , r, les memes fonctions coefficients : 

^^'(''^(A) = ^^(A) (i = l...n; aSN"; /. = l...r). 

II en decoule que le rang generique de la matrice infinie des coefficients cor- 
respondante, qui n'est autre qu'une copie de r fois la meme application A i — >• 
(^«(-^))aeN ni ne croit, ni ne decroit. 

Ainsi, les parametres Ai, . . . , Xrpour les equations de transformations x' = 
h{x; A) sont essentiels si et seulement si ils sont essentiels pour les equations 

de transformations diagonales x^^^ = h(^x^^^; A), /i = 1, . . . , r, induites sur le 
produit de r copies de I'espace des xi,..., Xn- 

Done il nous faut demontrer que le rang generique de la copie de r matrices 
infinies de coefficients A i — > (=^a ''''^ (A))^g*j^„"' ^^'^^^ est egal a r. Nous allons 
en fait etablir que le rang en A = de cette meme application est deja egal a r, 
ou, de maniere equivalente, que la matrice infinie constante : 



dont les r lignes sont indexees par les derivees partielles, est de rang egal r. 

Afin de preparer cette matrice infinie, si nous differentions les developpe- 
ments (5) — qui s'identifient a (6) — par rapport a Afc en A = 0, et si nous deve- 
loppons les coefficients de nos transformations infinitesimales : 

par rapport aux puissances de xi, . . . , Xn, nous obtenons une expression appro- 
priee de cette matrice : 

T°°S(0) ••• T°^H(0)). 



Comme nous I'avons dit, il suffit done de demontrer que cette matrice est de rang 
r. Visiblement, cette matrice s'identifie a r copies de la meme matrice infinie 
T°°H(0) de tous les coefficients de Taylor en de la matrice : 



E{x) :- 
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des coefficients des transformations infinitesimales X^. A present, nous pouvons 
formuler un lemme auxiliaire qui va nous permettre de conclure. 
Lemme. Soit n^l, q^l, m^l des entiers, soit x € 

/ aii(x) ••• aim(x) 

A(x) = 

\ agi(x) ••• agm(x) 

une matrice arbitraire q x m defonctions analytiques : 

%(x) = ^ ajjaX" {i = l...q; j = l...m) 

qui sont toutes definies dans un voisinage fixe de Vorigine dans C", et soit la 
matrice constante q x oo de tous ses coefficients de Taylor a Vorigine : 

T-A(O) := (a,„);gj;'-^" 

dont les q lignes sont etiquetees par I'indice i. Alors I'inegalite suivante entre 
rangs generiques est satisfaite : 

rangT°°A(0) ^ rang-generique A(x). 

Preuve. Ici, notre matrice infinie T°°A(0) sera consideree comme agissant 
par multiplication a gauche sur des vecteurs horizontaux u = (ui, . . . ,Uq), de 
telle sorte que u-T°^A(0) est une matrice oo x 1, c'est-a-dire un vecteur horizontal 
infini. De maniere similaire, A(x) agira sur des vecteurs horizontaux de fonctions 
analytiques (ni(x), . . . , n,.(x)). 

Supposons que u = {ui, . . . , Uq) S C est un vecteur quelconque dans le 
noyau de T°^A(0), a savoir : = u ■ T°°A(0), c'est-a-dire avec des indices : 

= til • aija H h • aqja {j = 1 ... m; Q S N"); 

nous deduisons alors immediatement, apres avoir multiplie chaque telle equation 
par x" et apres avoir somme sur tous les a € que : 

= ui- aij(x) H \-Uq- aqj{x) {j = l...m), 

de telle sorte que le meme vecteur constant u = (ui, . . . ,Uq) satisfait aussi = 
u ■ A{x). II en decoule que la dimension du noyau de T°°A(0) est inferieure ou 
egale a la dimension du noyau de A{x) (en un point generique x) : ceci coincide 
clairement avec I'inegalite entre rangs (generiques) ecrite ci-dessus. □ 
Maintenant, pour tout q = 1,2, . . . ,r, nous voulons appliquer le lemme avec 
la matrice A(x) egale a : 

c'est-a-dire egale a : 



-(1) . 

11 


Sin 


f(2) . 
Sll 


A2) 
Sin 


Aq) . 

Sll 


Ai) 

■ Sin 


-(1) . 

rl 


Srn 


.(2) . 
Sri 


^(2) 


Srl 
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ou nous avons abrege : 

Assertion. C 'est une consequence du fait que Xi , X2 , • • • , Xr sont lineairement 
independants que pour tout q = 1,2, ... ,r, on a : 

rang-generique E{x^'^^) ••• E{x^'^^)^ ^ q. 

Preuve. En effet, pour g = 1, il est en premier lieu clair que : 

rang-generique (6(j;(^^)) > 1, 

puisque I'un au moins des ^ki{x) ne s'annule pas identiquement. Etablissons en- 
suite par recurrence que, aussi longtemps qu'ils restent < r, les rangs generiques 
augmentent au moins d'une unite a chaque pas : 

rang-generique(^Hg+i(xg+i)) ^ 1 + rang-generique(^Hg(xg)) , 

une propriete qui concluera visiblement la preuve de I'Assertion. 

En effet, si au contraire les rangs generiques se stabilisaient lorsqu'on passe 
de g a g + 1, tout en restant demeuraient < r, alors localement au voisinage 
d'un point generique, fixe x^^^, les deux matrices Hg+i et Hg auraient le meme 
rang, localement constant. Par consequent, les solutions (??i(xg) • • • i9r(xg)) au 
systeme d'equations lineaires ecrit sous forme matricielle : 

0= (t?i(x,) ••• i9,(x,)) •H,(x5), 

lesquelles sont analytiques pres de x^ — grace a une application de la regie de 
Cramer et grace a la Constance du rang — seraient automatiquement solutions 
du systeme etendu : 

0^(^i(x,) ••• .?,(x,)) • (H,(x,) 

et done il existerait des solutions non nuUes . . . , i?^) aux equations de depen- 
dance lineaire : 

0= ••• ^9,) 

qui seraient constantes par rapport a la variable x^'^"'"^^ puisqu'elles de- 
pendent seulement de Xg. Ceci contredirait precisement I'hypothese que 

x'f^^'' , . . . , Xr'^'^^'' sont lineairement independants. □ 

Pour terminer, nous pouvons enchainer une serie d'inegalites qui sont main- 
tenant des consequences evidentes du Lemme et de I'Assertion : 

rang (^T°^H(0) ••• T°^H(0)) = rang T°^H^(0) 

^ rang-generiqueH,.(xr) ^ r, 

et puisque tous ces rangs (generiques) sont en tout cas ^ r, nous obtenons I'esti- 
mation promise : 

r = rank (^T°°H(0) ••• T°°H(0)), 



Chapitre 3. Theoremes fondamentaux sur les groupes de transformations 1 1 9 



ce qui acheve finalement la demonstration du theoreme. □ 
Afin de memoriser le prolongement des transformations au produit de r co- 
pies de I'espace des xi, . . . , x„, formulons une proposition qui sera utilisee dans 
la demonstration du Theoreme 24 p. ll44l 

Proposition. Si les r transformations infinitesimales : 

Xkif) = ^ Ckiixi, . . . — (fe = l...r) 

i=l * 

sont lineairement independantes et si de plus : 

sont r systemes distincts de n variables, et si enfin on pose pour abreger : 

>)rn = V" A.rx(^) tM)-^ 

i=i dx) 
alors les r transformations infinitesimales : 



Wk{f) = J2xi^'\f) ik = l...r) 

en les nr variables x[^^ ne satisfont aucune relation de la forme : 

n 

^ Xk{x?,. . . , xW, , x^;\ . . . , xM) • Wkif) = 0. 

fc=i 

3.7. Le theoreme de Clebsch-Lie-Frobenius. Question preliminaire : 
Quelles sont les solutions generales uj a une equation scalaire aux deri- 
vees partielles du premier ordre Xuj = associee a un champ de vecteurs 
X = J2i=i iii^) ^ a coefficients analytiques ? 

Les relocalisations au voisinage d'un point generique etant autorisees, 
nous pouvons supposer, apres une renumerotation eventuelle des variables, 
que f„ ne s'annule pas en un point que nous choisissons comme origine 
d'un systeme de coordonnees (xi, . . . , En divisant par ^„(a:), il est 
equivalent de rechercher les fonctions u qui sont annihilees par I'operateur 
differentiel : 

^ _ U^) d ^ d 

^n{x) dXi dXn 

toujours note X et qui satisfait maintenant X{xn) = 1. Rappelons que le 
systeme d' equations differentielles ordinaires qui definit les courbes inte- 
grales de ce champ X, a savoir le systeme : 

dt ~e„,(x(t))' ' dt ~ a(x(t)) ' dt ~ ' 
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avec la condition initiale pour t = : 

Xi(0) = Xi, ,X„_i(0) = Xn-l, x„(0) = 0, 

est resoluble ; plus precisement, il possede une unique solution 
(xi(t), . . . , x„_i(t), x„(t)) qui est analytique dans un voisinage de 
I'origine. En verite, nous connaissons deja la technique de resolution. 
Tout d'abord, par une integration evidente, on a x„(t) = t\ ensuite, les 
[n — 1) autres fonctions Xfc(t) sont donnees par la merveilleuse formule 
exponentielle (Proposition p. 11061) : 

Xfe(t) = exp(tX)(xfc) = ^ - X\xk) (fc = l-n-l). 

Posons alors t := — dans cette formule (le signe « moins » va etre cru- 
cial), et definissons les (n — 1) fonctions qui seront interessantes : 
(1) 

Uk{xi, ...,Xn):= Xfc(-x„) = exp ( - {xk) 

Proposition. Les {n — 1) fonctions ainsi definies uji, . . . .uOn-i sont des 
solutions de V equation aux derivees partielles Xu = 0. De plus, ces so- 
lutions sont fonctionnellement independantes, au sens ou le rang de leur 
matrice jacobienne {^^^Yv<i<n ^ ^^'^^ an — 1 a I'origine. Enfin, pour 
toute autre solution f de Xf = 0, il existe une fonction analytique locale 
F = F(^ui, . . . ,Un-i) definie au voisinage de I'origine dans C"~^ telle 
que : 

f{x) = F{ui{x),..., Un-l{x)) . 

Preuve. En effet, lorsqu'on applique X a la serie ci-dessus qui definit 
les fonctions Uf^, on observe que tous les termes s'annihilent grace a une 
simple application elementaire de la formule de Leibniz, developpee sous 
la forme : 

X[{xJX'{xk)] =l{xJ-'X'ixk) + {xJX'+\xk). 
Ensuite, I'assertion d'apres laquelle I'application : 

X I > {uJi{x), . . .,UJn-l{x)) 

est de rang n — 1 en x = provient tout simplement du fait que Ton a par 
construction : 

ujk{xi, . . . ,a:„_i,0) = Xk. 
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Enfin, apres redressement (voir le Theoreme p. 11041) de X en X' := 
dans certaines nouvelles coordonnees appropriees {x[, . . . , x'^), la so- 
lution generale f'{x') de I'equation aux derivees partielles (redressee) : 

X'if) = Ife = 
s'avere alors trivialement etre une fonction arbitraire : 

F (^Xi, . . . , 

des {n — 1) premieres variables x[, . . . , x'^_i, lesquelles s'identifient, dans 
ce systeme de coordonnees, aux fonctions uj[ = x[, . . . ,u>'^_i = x'^^-i 
definies par la formule (1). Ceci montre que dans I'ancien systeme de co- 
ordonnees (xi, . . . , Xn), la solution generale de Xf = s'ecrit comme 
annonce : / = F{ui, . . . , a;„_i). □ 

Question : Qu'advient-il en presence de plusieurs equations aux de- 
rivees partielles ? La maniere dont Engel et Lie presentent la resolution de 
cette question dans le Chapitre 5 de [39] est symptomatique sur le plan du 
contrdle par la pensee des principes de genese, et nous nous proposons a 
present d'en restituer la teneur. 

Premier principe : examiner la dyade comme germe du Multiple pur. 
Par exemple, si une fonction /(xi, . . . , x„) satisfait deux equations aux 
derivees partielles du premier ordre : 

Xi(/) = 0, X2(/) = 0, 

alors elle satisfait naturellement aussi les deux equations differentielles du 
second ordre : 

Xi(X2(/)) =0, X2(Xi(/)) =0, 
et par consequent, aussi I'equation : 

Xi(X2(/))-X2(Xi(/))=0, 

qui est obtenue en soustrayant ces deux equations. Or si Ton introduit les 
expressions developpees de ces deux operateurs d' ordre 1 : 

" d 

-'^fc = ^ ^fci(a;i, . . . ,X„) — (A: = 1,2), 

i=l ' 

alors cette demiere equation ne derive la fonction / qu'a I'ordre 1 : 

X,{X,{f)) - X,{X,{f)) = - X,{^u)] ^, 

i=l * 

puisque tous les termes qui incorporent des derivees partielles du second 
ordre s'annihilent dans la soustraction. Grace a ce procede, on obtient alors 
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un nouvel operateur qui a la meme structure que les deux operateurs ini- 
tiaux : homologie de Vontologie. On notera alors : 

cet operateur que I'on appellera crochefEl (de Jacobi ou de Lie) entre Xi 
et X2 et qui est bien sur antisymetrique par rapport a ses deux arguments. 
Toute solution / de Xif = X2/ = est alors solution de [Xi, X2]/ = 
0. U operateur [Xi, X2] s'ajoute alors en quelque sorte gratuitement aux 
equations initiales. C'est done un deuxieme principe : engendrement du 
tiers par antisymetrisation de la dyade. En resume, on a une : 

Observation fondamentale. Si une fonction ip{xi, . . . , x„) satisfait les 
deux equations aux derivees partielles du premier ordre : 

^k{f) = ^ ^ki{xi, . . . ,x„) — = (fc = l,2), 

i=l * 

alors elle satisfait aussi 1' equation differentielle du premier ordre : 

x,{X2if)) - X2(Xi(/)) = - X2(6.)] ^ = 0. 

i=l * 

Question suscitee [dans I'arbre de scindage de I'irreversible-synthe- 
tique] : I'operateur [Xi, X2] apporte-t-il, ou n'apporte-t-il pas d'informa- 
tion nouvelle ? En admettant les principes de pensee que nous avons formu- 
les p.|76]sq., la reponse est simple. S'il existe deux fonctions (analytiques) 
Xi(x) et X2ix) telles qu'on peut reecrire (apres relocalisation eventuelle) : 

[X^,X2] =XiXi + X2X2, 

alors le fait que toute solution f de Xif = X2/ = est aussi solution de 
[Xi, X2] / = sera une consequence triviale des hypothese et n'apportera 
aucune connaissance nouvelle, puisque de Xif = X2/ = on deduit 
immediatement par des operations algebriques non differentielle s : 

XiXif = X2X2/ = puis XiXif + X2X2/ = 0. 

32. Hawkins ll67l relate la reinterpretation de ce concept dans les premiers travaux 
de Lie sur I'integration des systemes d'equations aux derivees partielles. Dans la Theorie 
der Tmnsformationsgruppen, c'est peu frequemment que Engel et Lie nomment le fa- 
meux « crochet» souvent considere comme une etape de calcul ; en certains endroits, ils 
I'appellent « combinaison» [Combination] (entre deux transformations infinitesimales), 
ou simplement « equation» [Gleichung], et a la fin du traite, ils utilisent en general la 
terminologie [Klammeroperation], « operation de crochet», ou «de parenthesage». II est 
note {X1X2), toujours avec des parentheses simples, sans le symbole de fonction /, et 
sans virgule, sauf quand les deux elements inseres sont des champs de vecteurs en coor- 
donnees. 
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Au contraire, lorsque le crochet \Xi, X2] ne peut pas etre exprime comme 
combinaison lineaire de Xi et de X2 (meme apres relocalisation en un 
point generique), I'equation \Xi, X2]/ = doit etre consideree comme 
nouvelle et necessaire. Ce cas se produit par exemple avec Xi = ^ et 

^2 = af; + ^i&d'ou[Xi,X2]=4. 

Ainsi, en partant de deux operateurs distincts, la consideration d'un 
troisieme operateur peut s'averer incontoumable. Autrement dit, le prin- 
cipe de differenciation par examen de la dyade force a envisager le multiple 
general. 

Considerons done maintenant d'emblee un nombre quelconque g ^ 2 
d'operateurs d'ordre 1 a coefficients analytiques : 

" d 

Xk = ^ ^ki{xi, . . . ,Xn) {k = l-q). 

i=l * 

Tout d'abord, il peut se produire qu'il existe des relations de dependance 
de la forme : 

^ Xkix) ■ Xk = 0, 

k=l 

ou les Xk{x) sont des fonctions analytiques non toutes nuUes. Apres relo- 
calisation et renumerotation eventuelle, on peut resoudre une telle equation 
sous la forme : Xg = tiXi H — • + rg„iXq_i. Si une telle equation resolue 
non triviale existe, alors parmi les q equations Xif = ■ ■ ■ = Xq„i/ = 
Xqf = 0, la demiere sera manifestement consequence des {q — 1) pre- 
mieres, et elle pourra done d'ores et deja etre laissee de cote. Aussi est-il 
parfaitement legitime, lorsqu'on veut resoudre les equations Xkf = 0, de 
supposer qu'il n'existe pas de telle relation de dependance. Apres relo- 
calisation eventuelle et renumerotation eventuelle des variables, cela re- 
vient, d' apres un theoreme d'algebre lineaire, a admettre que les opera- 
teurs Xi, . . . ,Xg sont resolubles par rapport aux q quotients differentiels 
i = 1, . . . ,q, autrement dit, qu'il existe une matrice q x q de fonc- 
tions analytiques Wjk{x), inversible dans un ouvert relocalise, telle que les 
nouveaux operateurs Yj := J2k=i ^jfc(^) -^k sont de la forme normalisee : 

Bien entendu, I'etude du syteme Xif = ■ ■ ■ = Xgf = se ramene a celle 
du systeme Yif = ■ ■ ■ = Ygf = 0, puisque le determinant de la matrice 
Wjk{x) ne s'annule en aucun point de I'ouvert relocalise. 
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D'apres I'observation fondamentale, les solutions communes pos- 
sibles aux q equations Xif = ■ ■ ■ = Xgf = satisfont aussi toutes les 
equations par paires de la forme : 

X,{Xk{f)) - Xk{X,{f)) = i^,k = l■■■,). 

Et maintenant, deux circonstances distinctes peuvent se produire. 

Premierement, chacune des ii^ili equations ainsi obtenues peut 
s'averer etre consequence des precedentes. Tel est le cas si et seulement 
si, pour tout i ^ q et pour tout k ^ q, une relation de dependance de la 
forme : 

X,{Xk{f)) - Xk{X,{f)) = x^kl{x) X^{f) + ■■■ + x^kg{x) X,{f) 

est satisfaite. Clebsch dit alors les q equations independantes Xi{f) = 

■ ■ ■ = Xg(f) = forment systeme complet. 

Mais en general, c'est le second cas, plus delicat, qui se produit. Parmi 
les nouvelles equations : 

x,{XkU))-MMf))=o, 

un certain nombre, disons s ^ 1, seront independantes des q equations 
Xi f = ■ ■ ■ = Xqf = 0. Ajoutons alors ces nouvelles equations aux q 
equations initiales, notons-les : 

^,+i(/)=0, ,X,+,(/) = 0, 

et traitons maintenant le systeme obtenu de ces q + s equations exactement 
comme nous avons traite precedemment les q equations de depart. Bien 
entendu, la relocalisation autour d'un point generique est toujours admise. 
Comme on ne peut pas obtenir plus de n equations Xi(f ) = qui sont 
independantes I'une de 1' autre en un point generique, on doit aboutir, au 
bout d'un nombre fini d'etapes, a un systeme complet qui consiste en un 
nombre q ^ n d'equations independantes. 

Proposition. ( Il39l , p. 86) La determination des solutions communes de 
q equations lineaires aux derivees partielles du premier ordre Xi{f) = 

■ ■ ■ = Xq{f) peut toujours etre ramenee, par differentiation et elimina- 
tion algebrique lineaire, a V integration d'un systeme complet d' equations 
independantes. 

On peut done supposer maintenant sans perte de generalite que le 
systeme a etudier Xif = ■ ■ ■ = Xgf = est complet et qu'il est forme de 
q equations independantes. 
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Proposition. ( 113911 . pp. 86-87) Si Von resout un systeme complet et inde- 
pendant de q equations : 

xiin = o, ,x,if) = o 

par rapport a q quotients dijferentiels, disons ^ , . . . , apres renu- 
merotation eventuelle des variables, alors les q equations obtenues : 

(4) Mf) = ^^ + Jlvk^§^ = (. = 1...,) 

satisfont les relations de commutation par paires : 

(5) Yj{Yk{f)) - = U,k = i-q). 

Preuve. En effet, observons que 1' expression semi-developpee : 

n—q 

\V.(n, ^ - Y, (n:-W 

dx 



Y,[Y,U))-Yu[W))=Y. ['^Av^^)-Yk{m;)\^ U,k = i-q) 



i=l 

a d 



ne fait intervenir aucun des quotients differentiels -r, — , 

C^n— q+l OXn 

puisque la derivation 1^ (1) du coefficient constant egal a 1 de la premiere 
derivation — de Yi. s'annule trivialement. Mais alors une relation de 
dependance lineaire de la forme : 

Y,{Y,U)) - Y,{Y,{f)) = Y: coeff ■ + g 

ne peut manifestement etre possible que si tous les coefficients presents 
s'annulent. □ 

La generalisation conjointe du Theoreme p. 11041 et de la Proposition 
p. 11201 a un systeme complet de q equations independantes s'enonce alors 
comme suito. 

Theoreme. (Clebsch-Lie-Frobenius) Tout systeme complet forme de 
q equations resolues : 

9f ^ . ^^f ^ 

' 2^ ?7fci(Xi, . . . — = {k = l-q) 



dont les coefficients rjki sont analytiques au voisinage d'un point 
{x1, . . . , a;°) possede n — q solutions independantes ui{x) , . . . , 



n~q 



qui sont analytiques dans un certain voisinage (x?, . . . , et qui, de 



33. Pour la demonstration detaillee de ce theoreme standard de calcul differentiel 
aujourd'hui dit « de Frobenius», outre [391|, on pourra consulter ll87l 11531 11471 11561 l68l . 
ou bien completer les arguments en s'inspirant des raisonnements qui precedent. 
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plus, se reduisent a xi, . . . , Xn-q lorsqu'on pose Xn-q+i = a^^.q+i, • • 

De plus, pour toute autre solution f de Xif = ■ ■ ■ = Xgf = 0, 
il existe une fonction analytique locale F = F{ui, . . . ,ujn-q) definie au 
voisinage de (x^, . . . , x^_^) dans C"^^ telle que : 

f{x) = F{uji{x), . . . ,tj„_g(x)). 

D'apres Lie ( [|39ll . p. 91), ce theoreme central de la theorie des sys- 
temes complet n'avait pas ete enonce d'une maniere aussi precise, ni par 
Jacobi, ni par Clebsch, bien qu'il soit implicitement contenu dans des me- 
moires de Cauchy, de Weierstrass, de Briot et Bouquet, de Kowalevsky et 
de Darboux consacres a 1' existence des solutions de systemes d' equations 
aux derivees partielles. Frobenius dlSBl ) en fera la synthese finaleG. 

3.8. Constantes de structure et correspondance fondamentale. Expli- 
quons maintenant dans le detail comment, au Chapitre 9 de [|39ll . Engel et 
Lie organisentEl la presentation de ces theoremes fondamentaux, eu egard 
a cette idee fixe de la theorie commengante : economiser a la fois I'axiome 
de I'element identite et I'axiome des elements inverses. Filigrane de ten- 
sion metaphysique : il s'agit d'engendrer la theorie du continu en complete 
analogic harmonique avec la theorie discrete des groupes de substitutions. 

Soit done une famille d' equations de transformations a r parametres 
essentiels : 

(1) x'j = . . . , x„; tti, . . . , Or) (i = l---n). 

Ici, les variables ( ) varient dans un domaine0 ^ C C", les pa- 

rametres (ai, . . . , ar) varient dans un domaine C C, et 1' application 
X (-> fa{x) = f{x; a) est, pour tout a, un diffeomorphisme de sur son 
image fa{^)- Comme cela a deja ete incidemment signale dans les deux 
notes p.|90]et p. llOOi il se trouve que I'existence d'equations differentielles 

34. Voir ll68l pour une excellente mise en perspective historique et philosophique. 

35. Dans ce paragraphe 3.8, nous traduisons en I'adaptant librement la majeure par- 
tie du Chapitre 9 de (391 . Les theoremes fondamentaux de la theorie y apparaissent de- 
ployes dans une pensee beaucoup plus systematique que ce que la posterite en a retenu. 
En particulier, la classification en trois Theoremes fondamentaux telle qu'etablie apres la 
redaction du premier volume, a savoir : 1) I'existence d'equations differentielles fonda- 
mentales ; 2) I'existence de constantes dans les crochets entre generateurs infinitesimaux ; 
3) la reconstition d'un groupe de Lie local a partir d'un systeme de constantes satisfai- 
sant les identites algebriques naturelles correspondant a I'antisymetrie et a I'identite de 
Jacobi (cf. Schur, Scheffers, Cartan, Campbell, Bianchi et d'autres) simplifie 1' exposition 
d'origine, toute entiere orientee vers F exploration speculative des axiomes fondamentaux. 

36. Nous considererons en effet ici explicitement les domaines d'existence. 
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fondamentales (cf. le Theoreme p. llOOl) peut etre derivee de la seule condi- 
tion que les transformations du groupe sont stables par composition au sens 
technique suivant : 

/(/(x; a); 6) = /(x; (/j(a, 6)) pour tous x G aesi^, b^s/^, 

c = ip(^a,xiC',c)) pourtous a^s/^, c G 

sans supposer ni 1' existence d'un element identite, ni 1' existence de trans- 
formations inverses I'une de 1' autre par paires. Plus precisement, sous les 
hypotheses specifiques de la note p. [90l on demontre la proposition sui- 
vante en s'inspirant des raisonnements du § 3.5. 

Proposition. ( ||39l . pp. 33-34) // existe une matrice taille 
r xr defonctions qui sont holomorphes et inversibles dans s^^, et il existe 
des fonctions C,ji{x) holomorphes dans ^ telles que les equations dijfe- 
rentielles : 

(2) — ^ (x; a) = 2_, i/jkj [a) -^jiix') (i = i ... „ ; = i - r) 

oak ^ 

sont identiquement satisfaites pour tout x G et tout a G apres 
remplacement de x' par f{x; a). 

Pour le moment, nous voulons nous retenir de supposer que les 
equations x'^ = fi{xi, . . . ,Xn, ai, . . . ,ar) doivent representor un groupe 
a r termes. En ce qui concerne les equations (1), nous voulons plu- 
tot supposer : premierement, qu'elles representent une famille de oo'' 
transformations differentes, done que les r parametres ai, . . . ,a,, sont 
tous essentiels, et deuxiemement, qu'elles satisfont des equations dif- 
ferentielles de la forme specifique (2). (391, pp. 67-68. 

L'essentialite des parametres (ai, . . . , a^,) assure alors ( ll39l . p. 68) que : 

• le determinant des ipkjio) ne s'annule pas identiquement ; et que : 

• les r transformations infinitesimales : 

" d 

sont lineairement independantes. 

Nouvelles hypotheses economiques. On supposera premierement que les 
equations de transformations (1), definies pour x E ^ et a E £/, consti- 
tuent une famille de diffeomorphismes x fa{x) = x' du domaine 
^ C C" sur son image fa{^) C C" dont les parametres (ai, . . . , a^) 
sont essentiels, et deuxiemement que cette famille satisfait des equations 
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differentielles du type (2) ci-dessus, en ajoutant expressement I'hypothese 
que le determinant des ipkjiO') ne s'annule en aucun parametre a G s^^. 

Trois moments theoriques majeurs entrent alors en scene au Cha- 
pitre 9 (Vol. I) de la Theorie der Transformations gruppen. 

• Premier moment : Constantes de structure. 

• Deuxieme moment : Reciproque intermediaire. 

• Troisieme moment : Elimination des transformations auxilaires. 

Le but principal est d'etablir que si r transformations infinitesimales 
Xi^. . . ,Xr satisfont les relations par paires [X^, Xj\ = X]j=i Cfcjs Xg, 
oil les Ckjs sont des constantes, alors la totalite des transformations x' = 
exp (AiXi + ■ ■ ■ + XrXr) (x) constitue un groupe continu local de trans- 
formations a r parametres essentiels. C'est le Theoreme 24, obtenu a I'issu 
du troisieme moment, qui va aboutir a cette conclusion. 

Enonce technique auxiliaire. Mais tout d'abord, le theoreme suivant sera 
utilise d'une maniere essentielle par Lie pour etablir, au cours du second 
moment, la fermeture par composition d'une famille d'equations de trans- 
formation construites en integrant un systeme d'equations aux derivees 
partielles construites dans I'espace produit des x et des a. A noter : on 
n'utilise ici que la connaissance des groupes a un parametres. 

Theoreme 9. ( [l39l . p. 72) Si, dans les equations de transformations defi- 
nies pour (x, a) G ^ x ^ : 

(1) x[ = fi{xi, . . . ,Xn; ai, . . . ,ar) (i = l-n), 

les r parametres ai , . . . , sont tous essentiels et si, de plus, certaines 
equations differentielles de la forme : 



sont identiquement satisfaites par x'l = a), . . . = fn{x; a), oil 

la matrice ipkj{,o) est holomorphe et inversible dans un sous-domaine non 
vide C et oil les fonctions iji{x') sont holomorphes dans ^ , alors 
en introduisant les r transformations infinitesimales : 



V assertion suivante est verifiee : toute transformation x[ = fi{x; a) dont 
les parametres ai, . . . , ar se trouvent dans un petit voisinage d'un para- 
metre quelconque fixe G peut etre obtenue en executant en premier 




(i = 1 ■■■ 71 ; fc = 1 ■■■ r) 
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lieu la transformation : 



•^i fi i^-^l 1 • • • 



a 



,0 




{i = l-n) 



et en second lieu, en executant une certaine transformation : 

x[ = exp (tXiXi + ■ ■ ■ + tXrX^^ (Xi) (i = l---n) 



du groupe a un parametre qui est engendre par une combinaison lineaire 
appropriee des Xk, oil t et les Ai, . . . , A,, sont des nombres complexes 
« petits ». 

Specialement, cet enonce technique sera utilise par Engel et Lie pour 
etablir que toutes les fois que r transformations infinitesimales Xi, . . . ,Xr 
constituent une algebre de Lie {voir ci-dessous), la composition de deux 
transformations de la forme x' = exp (tAi^i + ■ ■ ■ + tXrXr) est a nouveau 
de la meme forme, de telle sorte que la totalite de toutes ces transformations 
constitue un groupe. 

Demonstration. Les arguments s'inspirent de ceux qui ont ete deve- 
loppes p. II 141 dans un contexte local; ici, c'est a° G qui remplace le 
parametre identite. 

D'un premier cote, Axons done a° G et introduisons les solu- 
tions ttk = ak{t, Ai, . . . , Xr) du systeme suivant d'equations differentielles 
ordinaires : 



avec la condition initiale afc(0, Ai, . . . , A^) = al, oil Ai, . . . , A^ sont des pa- 
rametres complexes (petits) et oti, comme precedemment, I'inverse ipjk{ci) 
de la matrice il>jk{o) est holomorphe dans j/i. 

D'un deuxieme cote, introduisons le flot local : 



d'une combinaison lineaire generale XiXi + ■ ■ ■ + XrXr des r transfor- 
mations infinitesimales Xk = Yll=i iki{x) on x est suppose etre dans 
. Ainsi par sa definition meme, ce flot integre les equations differen- 
tielles ordinaires : 




exp {tXiXi + ■ ■ ■ + tXrXj^j (x) =: h[x] t, A) 




avec la condition initiale h(^x; 0, A) 



X. 
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D'un troisieme cote, rappelons que Ton peut resoudre les ^ji dans les 
equations differentielles fondamentales (2) en inversant la matrice tp : 

^jiifl, ■■■Jn) = ^ i^jkia) -Q-^ (i = l...n; j = l-r). 

k=l '^^ 

Ai eta. j fixes, multiplions ensuite par les deux membres de cette der- 
niere equation, sommons pour j allant de 1 jusqu'a r et reconnaissons 
que nous pouvons done faire apparaitre : 

j=l k=l ^ 3=1 



k=l 
d 



dfi dak 
dak dt 



(x; a(t, A))] (j = i---n). 



dt^'' 

Done les fi{x] a{t,X)) satisfont les memes equations differentielles que 
les hi(x; t, A), et en outre, si nous assignons a x la valeur /(x; a°), les 
deux collections de solutions auront de surcroit la meme condition initiale 
pour t = 0, a savoir : /(x; a°). En conclusion, cette observation que les 
fi et les hi satisfont les memes equations jointe a la propriete fondamen- 
tale d'unicite pour les solutions d'un systeme d' equations differentielles 
ordinaires foumit I'identite de coincidence : 



/(x; a{t, A)) = exp (tiAi^i + ■ ■ ■ + tXrXr) (/(x; a°)) 



qui exprime que chaque transformation x' = /(x; a) pour a dans un 
voisinage de a° s'avere etre la composition de la transformation fixee 
X = /(x; a°), suivi de la transformation du groupe a un parametre 
exp [tXiXi + ■ ■ ■ + tXrXr) (x) : c'est ce que Ton voulait demontrer. □ 

Premier moment : Constantes de structure. En produisant par diffe- 
rentiation un systeme d' equations soumis a la condition de Clebsch- 
Lie-Frobenius, la demonstration remarquable qui suit et qui semble ne 
plus apparaitre dans les traites contemporains va devoiler I'existence de 
constantes fondamentales c^js en faisant jouer un role quasiment syme- 
trique a I'espace des variables et a celui des parametres. Dans la dipolarite 
du X et du a, c'est en ne se desolidarisant pas de Taction spatiale que la 
structure (implicite) de groupe abstrait (dans I'espace des parametres a) 
va articuler le premier aspect de I'autonomisation algebrique de sa genese 
ulterieure. L'argument-cle et purement archaique sera de fractionner tout 
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crochet entre deux sommes de deux transformations infinitesimales stric- 
tement attachees a I'espace des a; et a I'espaces des a (respectivement) : 

[X + A,X' + A'] = [X, X'] + [A, A'] 

— identite garantie par les relations triviales : = [X, A'~\ = [A, X'~\ 
qui proviennent de I'heterogeneite I'un a I'autre des deux espaces : = 
(flfc) = (xi). La Constance des constantes Ckjs proviendra alors d'une 
realite de fait evidente et tout aussi archaique, sachant que la condition 
fondamentale de Clebsch : 

[Xk + Ak, Xj + Aj] = combinaison lineairea,x(-'^s + As) 

= [Xk, Xj] + [Ak, Aj] 

= combinaison lineairex(Xt) + combinaison lineairea(Au) 

force toutes les fonctions coefficients de ces combinaisons lineaires : 

coeffa,x' = coeffj, = coeffa 

qui dependent a priori en toute generalite conjointement de x et de a, a ne 
dependre en fait que de x, et aussi que de a, d'oii leur Constance absolue. 

Theoreme 21. ( [|39ll . pp. 149-150) Si unefamille de oo"^ transformations : 

x'i = fii^l, ■ ■ ■ , Xn, ai, . . . , Or) {i = l-n) 

satisfait certaines equations differentielles de la forme specifique : 

Q'j^^. ^ 

^ = / ] ^kj{ai,...,ar) ■ iji{x^,. . . ,X^) (i = l-n; fc = l-r), 

oak 

et si on ecrit ces equations, ce qui est toujours possible, sous la forme : 

^ , Qx^' 

^ji{x[, . . . , x'J = 22 i^jk{ai, . . . ,ar) (i = l-n; j = l-r), 

k=l '^^ 

alors il existe entre les 2r transformations infinitesimales : 

n 

i=l 
r 



(j = l-r) 



dF 
da„ 



(j = l-r) 
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des relations de la forme : 

r 

s=l 
r 

A,{A^{F)) - Aj{Ak{F)) = CkjsAsiF) (fc,i = i-r), 



(3) { 



s=l 



ou les Ckjs designent des constantes numeriques. En consequence de cela, 
les r equations : 

X'^{F) + A,{F) = (k = i-r), 

qui sont resolubles par rapport a constituent un systeme com- 

plet a r termes en les n + r variables x[, . . . ,x'^, ai, . . . ,ar ; si Von resout 
les n equations x[ = fi{x, a) par rapport a xi, . . . , Xn : 

Xi F'l ^X-]^ , . . . , Xy^ , CZi , . . . , Ojt) = \ 

alors Fi{x', a), . . ., Fn.{x' , a) sont des solutions independantes de ce sys- 
teme complet. 

Demonstration. Pour commencer, resolvons done les equations : 

x'i = fii^l^ • • • ) ^n, fll, • • • , flr) (i = l---n) 

par rapport a xi, . . . , ce qui donne : 

Xi = Fi(x[, . . . , X^, Oi, . . . , Gr) (i = l ■■■«). 

Alors on peut aisement deduire certaines equations differentielles qui sont 
satisfaites par Fi, . . . , Si en effet nous differentions simplement les 
identites : 

Fi{fi{x, a), . . . , fn{x, a), ai, . . . ,ar) = Xi 
par rapport a a^, nous obtenons pour i fixe I'identite : 

dFi{x',a) df^{x,a) ^ dFi{x',a) ^ ^ 
^ dxl dak dttk 

pourvu que Ton pose partout x^ = fu{x, a). Multiplions maintenant cette 
identite par tpjkia) et sommons le resultat obtenu pour k allant de 1 jusqu'a 
r ; alors en tenant compte de I'hypothese : 

^ d f (x Qi) 

k=l 
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nous obtenons les equations suivantes : 

(j = 1 ■■■ n; J = 1 ■■■ r). 

D'apres la maniere dont ces equations ont ete derivees, elles sont sa- 
tisfaites identiquement lorsqu'on y fait la substitution x'^ = fu{x, a). Mais 
puisqu'elles ne contiennent pas du tout xi, . . . , x„, elle doivent en fait etre 
satisfaites identiquement, c'est-a-dire : les fonctions Fi, . . . , F„ sont toutes 
solutions des equations lineaires aux derivees partielles suivantes : 

= f: iM) ^ + E §- = 

(4) ox^ ua^ 



U=l ^ pu=\ 

(j = l-r). 



Ces r equations contiennent n + r variables, a savoir x\, . . . ,x'^ et 
; de plus, elles sont independantes les unes des autres, puisque 
le determinant des ipjfi{a) ne s'annule pas, et par consequent, une reso- 
lution par rapport aux r quotients differentiels . . . , ^ est possible. 
Mais par ailleurs, les equations (4) possedent n solutions independantes en 
commun : les fonctions Fi(x' , a), . . . , Fn{x' , a) dont le determinant fonc- 
tionnel par rapport aux x' : 

^ dx[ "' dx' y ± ^ . . . 

ne s'annule pas identiquement, parce que par hypothese, les equations 
x'j = a) representent des transformations diffeomorphes. Ainsi en 
definitive, les hypotheses du theoreme de Clebsch-Lie-Frobenius sont sa- 
tisfaites par les equations (4), c'est-a-dire : ces equations constituent un 
systeme complet a r termes. 

Si nous posons maintenant : 

k=l 



et si nous posons aussi 



dx^ 
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en accord avec les notations employees dans le § 3.6, alors les equations (4) 
re9oivent la forme breve : 

n.j{F)=X'^{F) + Aj{F) = Q = 1....). 

Comme nous le savons, le fait que ces equations constituent un systeme 
complet revient a ce que des equations de dependance de la forme : 

r 

nu{nj{F))-n,{nk{F)) = ^ dkjs{x[,...,x'^,ai,...,ar)-rts{F) 

s=l 
(k,j = l---r) 

doivent etre satisfaites identiquement, quelles que peuvent etre les F 
comme fonctions de x'l, . . . ,x'^, Ui, . . . ,ar : ce sont en effet des identi- 
tes entre champs de vecteurs. Mais puisque ces identites peuvent aussi etre 
ecrites de maniere developpee comme : 

K{X',{F))-X'^{X',{F))+A,{MF))-A,{A,{F)) = 

r r 

= J2^kjsX:{F) + Y,^k,sA{F), 

s=l s=l 

nous pouvons immediatement les diviser en deux collections d' identites : 



(5) 



s=l 
r 

Au{Aj{F)) - A,{Aj,{F)) = "^k.sAsiF), 



et ici, la seconde serie d'equations peut encorer etre a nouveau decomposee 
en : 

r 

Ak{i>j^l) - Ajii'kt?) = ^ '&kjs^sf, {k,j,ti=l-r). 

s=l 

Maintenant, comme le determinant des ipsfj. ne s'annule pas identique- 
ment, les fonctions ^Jj^js sont completement determinees par ces demiere 
conditions, et il en decoule que les 'df^jg peuvent seulement dependre de 
ai, . . . , Or, c'est-a-dire qu'elles sont en tout cas libres de x'^, . . . , x'^. Mais 
on se convainc aussi aisement que les 'dkjs sont aussi libres de ai , . . . , : 
en effet, si dans la premiere serie d'identites (5), on considere F comme 
une fonction arbitraire des seules variables x[, . . . , x'^, alors on obtient par 
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differentiation par rapport a les identites suivantes 

da 



s=l 



Mais puisque X[{F), . . . , X'^.{F) sont des transformations infinitesimales 

dan 



independantes, et puisque de plus, les ne dependent pas dex[, . . . ,x'^, 



toutes les derivees partielles s'annulent identiquement ; autrement dit, 
les i!)kjs sont aussi libres de ai, . . . , : ce sont des constantes numeriques, 
comme annonce. □ 

En particulier, ce theoreme peut maintenant etre immediatement ap- 
plique a tous les groupes a r parametres qui contiennent la transformation 
identite. 



Theoreme 22. ( 11391 . p. 150) Entre les r transformations infinitesimales : 

Afc:=— (x;e)- \ ^ ^l^^; e) - — (fc = i-r) 

oak ijxi oak oXn 

d'un groupe de transformations ponctuelles locales x' = f{x; a) qui 
contient V element identite e, il existe des relations par paires de la forme : 

r 

Xk{X,{f))-X,{Xk{f)) = CkjsXsif), 

s=l 

oil les Ckjs G C sont des constantes numeriques. 

En particulier, si un groupe continu de transformations contient deux 
transformations infinitesimales : 



n 



X{f) = "Y Ci{Xu . . . , Xn) Y{f) = r]i{Xi, ...,Xn)^, 

i=l * i=l * 

alors il contient aussi la transformation infinitesimale : 

X{YU))-Y{XU)). 

Deuxieme moment : Reciproque intermediaire. L'objectif est, reciproque- 
ment, de demontrer qu'une paire d'algebres de Lie de champs de vec- 
teurs X[, . . . ,X'j. et A[, . . . , A'^ permet de reconstituer les equations de 
transformation d'un certain groupe fini. Specialement, il va etre etabli 
au cours de la demonstration (voir infra) que la famille exponentielle 

x' = exp (XiXi + h XrX-r) (x) est stable par composition, ce que Ton 

pourrait ecrire informellement comme : 

exp o exp = exp . 
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C'est la premiere fois qu'apparait cette propriete de stabilite lorsque le 
nombre r de parametres est ^ 2, et Ton peut se convaincre que seule la 
condition de fermeture par crochet est a meme de garantir cette propriete. 

Theoreme 23. ( Il39l . pp. 154-155) Si r transformations infinitesimales in- 
dependantes : 

^^(/) = Ea.K,...,x'j^ (.=1....) 

i=l * 

dans les variables x'j^ , . . . , x'^ satisfont des conditions par paires de la 
forme : 

r 

K{x;{f)) - x;{xuf)) = ^^3sKU). 

s=l 

si de plus r transformations infinitesimales : 

^kif) = Y ^fc/.(ai, ...,ar) {k = l-r) 

1^=1 

dans un espace auxiliaire ai, . . . , a^. satisfont les conditions analogues : 

r 

A,{Ajif)) - A,{Akif)) = c,,.^(/) 

s=l 

avec les memes constantes Ckjs, st si enfin, le determinant 
i ^11 (cf) ■■■ V'rrlcf) ne s'annule pas, alors on obtient comme suit 
les equations d'un groupe a r parametres essentiels : on forme le syteme 
complet a r termes : 

X',{f)+Ak{f)=0 ik=l-r) 

et Von determine ses solutions generales relativement a un systeme 
approprie de valeurs = a". 

sont ces solutions generales, alors les equations resolues 
x[ = fi{xi, . . . , Xn, ai, . . . , ttr) representent un groupe continu de 
transformations a r parametres essentiels. Ce groupe contient la transfor- 
mation identique et pour chacune de ses transformations, il contient aussi 
la transformation inverse; il est engendre par les oo^~^ tranformations 
infinitesimales : 

ou Ai, . . . , A,, designent des constantes arbitraires. En introduisant des 
nouveaux parametres a la place des a^, les equations du groupe peuvent 
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done etre rapportees a la forme : 

X'i = ^i + Yl ^k^ki{x) + Y:Y^i(?fci) + ■ • ■ (i = l-n). 

k=l k,j 

Demonstration. II est clair que le systeme d'equations aux derivees 
partielles d'ordre un : 

n,{F) = mF) + A,{F) = Q = 1....), 

est complet, puisque les hypotheses garantissent que Ton a des relations 
par paires de la forme : 

r 

s=l 

et ce systeme est independant, puisque I'hypothese d'invertibilite de la ma- 
trice tpk^ garantit que les equations f2i(F) = 0, . . ., ^lr{F) = sont reso- 
lubles par rapport a . . ., 

Maintenant, soit a°, . . . , a° un systeme de valeurs des a dans un voisi- 
nage duquel les fonctions ipjk{o) se comportent regulierement. D'apres le 
Theoreme p. ll25l de Clebsch-Lie-Frobenius, le systeme complet ^j{F) = 
possede n solutions Fi{x' , a), . . . , Fn{x' , a) qui se reduisent ax[, . . . ,x'^ 
(respectivement) pour = a°,. Imaginons maintenant que ces solutions 
generales sont donnees, formons les n equations : 

Xi = Fi{x[, . . . ,X'^, ai, . . . ,ar) (^i = l-n), 

et resolvons-les par rapport a x[,...,x'^, ce qui est toujours possible, 
puisque Fi, . . . , F„ sont evidemment independantes I'une de 1' autre, pour 
autant que seules les variables x[, . . . , x'^ sont concernees. Les equations 
obtenues de cette maniere : 

^'i = fii^l^ • • • ) ^n, Ol, • • • , flr) (i = l...n) 

representent alors, comme nous allons maintenant le demontrer, un groupe 
a r parametres, et en fait naturellement, un groupe contenant la transfor- 
mation identique, car pour = a°, on a x'^ = Xj. 
Tout d'abord, on a identiquement : 




(i = 1 ... n; jr = 1 ... r) . 
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D'un autre cote, en differentiant Xi = Fi{x', a) par rapport a a^, on obtient 
r equation : 

>A dFi dx' dFi 
= > — - — - H 

^ dx'^ da^ da,,' 

qui est satisfaite identiquement apres la substitution x'^ = fy{x, a). Multi- 
plions cette equation par ^Jjnia) et sommons pour fi allant de 1 jusqu'a r, 
ce qui nous donne une equation qui devient, en tenant compte de (6) : 

u=l V ^=1 

(i = 1 ■■■ n; = 1 ■■■ r) . 

Mais comme le determinant ^ iff)" • • • ff?" ne s'annule pas, on peut 
done en deduire les equations : 

^ . , 

tJ.=i ^ 

qui forment alors un systeme que nous pouvons a nouveau resoudre par 
rapport aux puisque par hypothese, le determinant de ipjfj.{o) ne s'an- 
nule pas. Ainsi, nous obtenons finalement des equations differentielles de 
la formed : 



(7) da^ ^.^1 



= 1 ■■■ n ; fj, = l---r) 



qui se reduisent naturellement a des identites apres la substitution x'^ = 

U{x,a). 

A ce point, la demonstration que les equations x'i = fi{x, a) repre- 
sentent un groupe a r parametres essentiels ne presente pas de difficulte. 

En effet, il est facile tout d'abord de voir que les equations x[ = 
fi{x, a) represenent oo'' transformations distinctes, done que les para- 
metres sont fli, . . . , Or sont tous essentiels. Sinon {cf. le Theoreme p. [83l) . 
toues les fonctions fi{x, a), . . ., /„(x, a) devraient satisfaire une equation 



37. Moment crucial : des equations differentielles fondamentales du type deja ren- 
contre sont a present reconstituees, et c'est grace a elles que la structure de groupe ferme 
par composition va pouvoir renaitre plus bas. 
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lineaire aux derivees partielles de la forme : 

k=i 

dans laquelle les Xk seraient libres de xi, . . . , x^i. En vertu de (7), on ob- 
tiendrait alors : 

l...r 

Xfc(a) ■ ^fcj(a) ■ ijuih^ ...Jn) = (u = l-n), 

k,j 

d'ou, puisque X[{F), . . . , sont des transformations infinitesimales 

independantes : 

r 

^ Xk{a) ■ ijjkjia) = = 1-0; 

k=l 

mais d'apres cela, 11 vient immediatement : Xii^^) = 0, . . ., Xrio-) = 0, 
parce que le determinant des V'fcj (a) ne s'annule pas. 

Ainsi, les equations x[ = fi{x, a) representent effectivement une fa- 
mille de oo^ transformations differentes. Mais maintenant, puisque cette 
famille satisfait certaines equations differentielles de la forme speci- 
fique (7), nous pouvons appliquer immediatement le Theoreme 9 p. 11281 
D'apres ce theoreme, si ai, . . . , sont des parametres fixes, toute trans- 
formation X- = /j(x, a) dont les parametres ai, . . . , se trouvent dans un 
certain voisinage de ai, . . . , peut etre obtenue en executant d'abord la 
transformation : 

= fi{Xl, . . . , Xn, tti, . . . , ttr) {i = l---n), 

et ensuite une transformation : 

r 

X- = Xj + ^ Afc^fci(x) H (i = l-n) 

k=l 

d'un groupe a un parametre Ai Xi{f)-\ l-A^ Xr{f), oix il est entendu que 

Ai, . . . , Ar sont des constantes appropriees. Si nous posons en particulier 
ttfc = a°, nous obtenons Xj = Xj, done nous voyons que la famille des 
oo'' transformations x'j = /j(x, a) coincide, dans un certain voisinage de 
a5, . . . , a°, avec la famille des transformations : 

r 

X- = Xi + ^ Xk ^fci(x) + ■ ■ • 

k=l 

{i = l-n). 
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Une fois ce point atteint, la trame archaique de 1' argumentation spe- 
culative se resume a operer une transsubstantiation, contagieuse et homo- 
geneisante, des types de transformations. En effet, le Theoreme 9 p. 11281 
montrait non pas que / o / = / ou que exp o exp = exp, mais seulement 
qu'il y a une stabilite par composition entre transformations d'un type he- 
terogene : 

/ o exp = /, 
ou encore, avec de plus amples details, que Ton a : 

f{x; a)^ ^ ( = exp (AX)(x)\ _ f x' = /(x; a) 
A near \ a near a 



(*) 



a near a° 



Mais si on applique maintenant cet enonce au parametre a := a° consi- 
dere comme initial lors de la resolution du systeme complet Vli{F) = 
■ ■ ■ = ^lr{f) = 0, alors puisque par construction ce parametre a° pro- 
duit la transformation identique : x = f{x; a°) = x, il en decoule que Ton 
obtient — si Ton pose done a = a° dans (*) — I'identite : 

x' = exp (AX)(x)\ _ f x' = 




A near \ a near d 



une coincidence d' essence que Ton peut reexprimer dans le langage ar- 
chaique comme : 

exp = /. 

On peut done alors remplacer, dans I'identite de composition heterogene 
/ o exp = /, non seulement exp par / pour obtenir une identite de com- 
position homogene '■ f o f = f, mais aussi / par exp pour obtenir une 
deuxieme identite de composition equivalente : exp o exp, elle aussi ho- 
mogene. Le re-engendrement de la stabilite par composition repose, a la 
fin de la demonstration, sur le passage a une communaute de types. 

Voici maintenant les arguments tels qu'ecrits dans la langue de Engel. 
Si nous choisissons ai , . . . , a^. arbitrairement dans un certain voisinage de 
a?, . . . , a°, alors la transformation Xi = fi{x, a) appartient toujours a la 
famille (8). Mais si nous executons tout d'abord la transformation Xi = 
fi{x, a) et ensuite une transformation appropriee : 



X: Xi 



+ ^ Xk^ki{x) H 

k=l 

de la famille (8), alors d'apres ce qui a ete dit plus haut, nous obtenons 
une transformation x[ = fi{x, a) dans laquelle ai, . . . , a^, peut prendre 
toutes les valeurs dans un certain voisinage de ai, . . . , a^. En particulier, si 
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nous choisissons ai, . . . , dans le voisinage de a?, . . . , aj; mentionne plus 
haut, ce qui est toujours possible, alors a nouveau la transformation x'^ = 
fi{x, a) appartient aussi a la famille (8). Par consequent, nous voyons que 
deux transformations de la famille (8), lorsqu'elles sont executees I'une 
apres 1' autre, donnent a nouveau une transformation de cette famille. En 
definitive, cette famille — et naturellement aussi la famille x[ = fi{x, a) 
qui s'identifie a elle — forme un groupe continu de transformations a r 
parametres qui contient la transformation identique et des transformations 
inverses I'une de I'autre par paires. □ 

Troisieme moment : Elimination des transformations auxiliaires. Retour en 
arriere et examen du gain synthetique obtenu : a present, il faut rebon- 
dir et s'interroger sur la possibilite d'une reciproque plus forte qui ferait 
I'economie d'hypotheses secondaires — au prix d'un plus grand effort de 
pensee. 

Les hypotheses de I'important Theoreme 23 peuvent etre simpli- 
fiees d'une maniere essentielle. 

Le theoreme exprime que les 2r transformations infinitesimales 
Xkif) et Akif) determinent un certain groupe a r parametres dans 
I'espace des x ; mais au meme moment, il y a une representation de ce 
groupe qui est absolument independante des A^if) ; en effet, d'apres 
le theoreme cite, le groupe en question s'identifie a la famille des oo''"i 
groupes a un parametre Ai Xi{f) + • • • + A,. et cette famille est 

deja determinee par les seuls Xkif). Cette circonstance nous conduit 
a conjecturer [Dieser Umstand fiihrt uns auf die Vermuthung] que la famille 
des oo''""^ groupes a un parametre Ai Xi{f) h h Ar Xrif) forme tou- 
jours un groupe a r si et seulement si les transformations infinitesimales 
independantes satisfont des relations par paires de la forme : 



D'apres le Theoreme 22 p. |135l cette condition est necessaire pour que 
les oo''"^ groupes a un parametres J2 ^kXkif) forment un groupe a r 
parametres. Done notre conjecture [unsere Vermuthung] revient a suspec- 
ter que cette condition necessaire soit aussi suffisante. I39j, pp. 1 55- 



Cette presomption serait changee en certitude si Ton pouvait, pour 
tout systeme de telles transformations infinitesimales Xi, . . . , Xr, reussir 
a produire r autres transformations infinitesimales auxiliaires 



Xk{Xj{f)) - X,{Xk{f)) = [Xk, X,] = ^ Ckjs Xsif). 



s=l 



156. 



(9) 
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en des variables auxiliaires (ai, . . . , a^) destinees a jouer le role de para- 
metres, et qui satisfassent en outre bien sur les relations correspondantes : 

r 
s=l 

sans que le determinant ^ ±ipii ■ ■ -iprr ne s'annule. Ce troisieme mo- 
ment est lui aussi riche d'une metaphysique genetique ob Lie se revele 
surprenant d'inventivite. 

Comme il n'est question que de I'espace des variables xi , . . . , x„ dans 
les transformations infinitesimales donnees : 

^k{f) =Y ^ki{x)— (fe = l...r), 

i=l * 

on ne voit pas bien comment engendrer, presque ex nihilo, une essence pa- 
rametrique. Choisir tout simplement Ai := Xi, . . ., A^ := en y rempla- 
9ant la variable x par la variable a ne marche certainement pas, puisqu'il 
n'y a aucune raison que le nombre r de parametres soit egal a la dimension 
n. A vrai dire, des que r > n, les r transformations infinitesimales sont 
necessairement lineairement dependantes en tout point x° fixe, tandis que 
les r transformations auxilaires du type (9) recherchees pour pouvoir ap- 
pliquer le Theoreme 23 doivent etre lineairement independantes en tout a° 
fixe, puisque la matrice des ipk^i{a) doit etre inversible. Cette dependance 
lineaire, inevitable lorsque r > n, est d'ailleurs le defaut le plus genant de 

Xl, . . . , Xy. 

L'idee (remarquable) de Lie consiste a considerer Taction du groupe, 
non pas sur les points x pris un a un dans I'espace initial, mais sur les 
collections d'un certain nombre k de points en simultane, ou, ce qui revient 
au meme, sur les points pris un a un dans le produit de k copies de cet 
espace. Introduisons done a cet effet un nombre, ici exactement egal a r 
pour les besoins indiques, de copies de I'espace initial, ces copies etant 
chacunes munies de coordonnees notees : 

Introduisons aussi les transformations infinitesimales qui sont les reflets 
des Xk dans chaque espace : 



df 
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et considerons les r transformations infinitesimales : 

r 

(1=1 

D'apres la Proposition p. ll 19| ci-dessus. ces transformations infinitesimales 
sont telles qu'aucune relation de la forme : 

r 

ipk{x[, . . . , <, x",...,x'^, ,x^{\..., x^^'^) ■ Wkif) = 

k=l 

n'est possible, c'est-a-dire : ces transformations infinitesimales sont inde- 
pendantes. Maintenant, puisqu'on a de plus : 

r 
s=l 

les r equations indepedantes I'une de 1' autre : 

W^{f) = 0, ,Wr{f)=0 

forment un systeme complet a r termes en les rn variables 
x^, . . . , x^, • ■ ■ , x^{\ . . . , Xn\ Ce systeme complet possede r(n — 1) 
solutions independantes, que Ton peut appeler mi, ti2, • . . , Wm-r- Done 
si Ton selectionne r fonctions yi, . . . ,yr des rn quantites x^-^^ qui sont 
independantes I'une de 1' autre et independantes de mi, . . . , Um-r, on peut 
alors introduire les y et les u comme nouvelles variables independantes a 
la place des x^-^^ . En effectuant cela, on obtient : 

7r=l T=l 

ou encore, puisque tous les Wkiur) s'annulent identiquement : 

^k{f) = ^ UJkniVl, . . . ,yr,Ui, . . . , Urn~r) 

7r=i ^y-^ 

et ici, les transformations infinitesimales . . . , Wr{f) ne sont relies 

par aucune relations de la forme : 

r 

^k{yi, ■■■,yr, Ui,. . ., Urn-r) " Wk{f) = 0. 

k=l 

Naturellement, cette propriete des Wk{f) reste aussi vraie lorsque Ton 
confere a Ur des valeurs appropriees Si on pose alors ujk-K{y,u^) = 
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ul^iy), les r transformations infinitesimales independantes en les variables 
independantes yi, . . . ,yr : 

satisfont les relations par paires : 

r 

Vk{V,{f)) - V,{Vk{f)) = J2 CkjsVsif) 

s=l 

et de plus, elles ne sont liees par aucune relation de la forme : 

r 

E iPk{yi,---,yr) -Vkif) = 0. 
fe=i 

Par consequent, les Vk{f) sont des transformations infinitesimales 
ayant la constitution recherchee. Ains, nous pouvons immediatement 
appliquer le Theoreme 23 p. 11361 aux 2r transformations infinitesimales 
Xi{f), . . . , Xr{f), Vi{f), . . . ,Vr{f) et nous avons done demontre que 
les oo''"^ groupes a un parametre Yl ^kXk{f) constituent un groupe 
a r parametres (essentiels). En definitive, la reciproque « conjecturee » 
ci-dessus est vraie. 



Theoreme 24. ( 11391 . p. 158) 5"/ r transformations infinitesimales indepen- 
dantes : 

" df 

^kif) = ^ Cki{Xi, . . . ,Xn) (fc = l-r) 

i=l * 

satisfont les relations par paires : 

r 
s=l 

oil les Ckjs sont des constantes, alors la totalite des oo^'~^ groupes a un 
parametre : 

forme un groupe continu a r parametres, qui contient la transformation 
identite, et dont les transformations peuvent etre ordonnees par paires in- 
verses I'une de 1' autre. 

Si les equations x'- = . . . , ai, . . . , a^) representent une fa- 

mille de oo'' transformations et si en outre, elles satisfont des equations 
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differentielles de la forme specifique : 

alors comme nous le savons, les r transformations infinitesimales : 

" df 

^k{f) = iki{Xl, ■ ■ ■ ,Xn) (fc = l-r) 

1=1 * 

sont lineairement independantes et de plus, d'apres le Theoreme 21 p. ll31[ 
elles sont reliees entre elles par des relations de la forme : 

r 

- X,{X,{f)) = [Xk, X,] = J2 Ck,s ■ X,{f). 

s=l 

Ainsi, la famille des oo''^^ groupes a un parametre : 

forme un groupe a r parametres contenant la transformation identite. Par 
consequent, nous pouvons re-enoncer comme suit le Theoreme 9 p. |128[ 

Theoreme 25. ( [|39l . p. 160) Si une famille de oo^ transformations : 

^'i = fii^l^ • • • ) ai, . . . , Qr) (i = l...n) 

satisfait certaines equations differentielles de la forme : 

ir~ = . . . ,a^) ■ iji{x\, . . . ,0 (i = l...n; fc = l...r), 

et si le determinant : 

^ ±^xi{a) ■ ■■iprr{a) 

ne s'annule pas, alors toute transformation x[ = fi{x, a) dont les para- 
metres ai, . . . , ttr se trouvent dans un petit voisinage d'un parametre quel- 
conque fixe a^, . . . peut etre obtenue en executant en premier lieu la 
transformation Xi = fi{x, a°) et en second lieu, une transformation com- 
pletement determinee : 

r 

X- = + ^ Afe^fci(x) H (i = l-n) 

k=l 
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du groupe a r parametres qui, sous les hypotheses supposees, est engendre 
par les r transformations infinite simales independantes : 

^k{f) = ^ Cki{xi, . . . ,a;„) — (fc = i-r). 

1=1 * 

Pour terminer ce paragraphe, considerons le cas oil les equations x'^ = 
fi{x, a), i = 1, . . . , n ne contiennent pas la transformation identite dans le do- 
maine C £/, en supposant bien entendu comme a la p. I127l que deux trans- 
formations : 

Xj = fil^Xl, • • • , Xm CLli • • • ) Q^r) 

= fi{Xi, . . . , x^, bi, . . . , br) 

executees I'une apres I'autre, avec a G ssf^ et 6 G si/^, produisent la transforma- 
tion : 

x'i = fi{xi, . . . ,Xn, Ci,. . . ,Cr) = fi{xi, ...,Xn, ipi{a,b), . . . ,(pr{a,b)). 

II en decoule que ces transformations satisfont des equations differentielles fon- 
damentales de la forme : 

dx'- 

(j = 1 ■■■ n ; fc = 1 ■■■ r), 

et Ton supposera comme auparavant que le determinant des ijjkjio) ne s'annule 
en aucun a G 

Dans ce qui va suivre, a^, • • • , et pareillement b\, . . . ,b^ designeront des 
points determines (fixes) du domaine et ipk{oP, b^) sera note c^. En revanche, 
ai , . . . , flr designera un point arbitraire du domain £/, de telle sorte que les equa- 
tions : 

Xi — fi (xi , . . . , Xyi , CIl , . . . , fly) 

representeront une transformation quelconque du groupe. 

Toute transformation de la forme Xi = fi{x,a) peut etre obtenue en exe- 
cutant d'abord la transformation x'- = fi{x,aP) et ensuite une certaine seconde 
transformation definie comme suit. Resolvons les equations x'- = fi{x,aP) par 
rapport a xi, . . . , x„, ce qui donne : 

Xi = Fi{^x^, . . . , x^, fl]^, . . . , a^.), 

et introduisons ces valeurs des Xj dans Xj = fi{x,a). De cette maniere, nous 
obtenons, pour les equations cherchees, une expression de la forme : 

(10) Xi = ^i{x[,. . . ,x'„,ai, . . . ,ar) {i = l-n), 

dans laquelle nous n'ecrivons pas les a^, puisque nous voulons les considerer 
comme des constantes numeriques. 

La transformation (10) et bien definie pour tous les systemes de valeurs 
dans le domaine £/ et son expression peut etre prolongee analytiquement (au sens 
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de WeierstraB) a ce domaine entier si ; cela decoule en effet des hypotheses que 
nous avons effectuees au sujet de la nature des fonctions et Fi. 

Nous affirmons maintenant que pour certaines valeurs des parametres a^, les 
transformations de la famille Xj = ^i{x' ^ a) appartiennent au groupe initialement 
donne x'- = fi{x,a), alors que par contraste, pour certaines autres valeurs des 
Ofc, elles appartiennent au groupe Xif,...,Xj.f qui contient la transformation 
identite. 

Etablissons la premiere partie de cette assertion. Nous savons que les deux 
transformations : 

fi (xx , . . . , X^ , Oj^ , . . . , (2^) , Xj /j (X| , . . . , Xj^ , 6]^ , . . . , 6^) 

executees I'une apres 1' autre produisent la transformation Xj = /j(x,c), oil 
Cfc = ^k{a^, b) ; ici, nous pouvons donner a 5i, . . . , 6^ tout systeme de valeurs 
dans le domaine s/^, tandis que le systeme de valeurs ci, . . . ,Cr appartient au 
domaine s/, dans un certain voisinage de c^, . . . , c^. Mais d'apres ce qui a ete dit 
precedemment, la transformation Xj = /j(x, c) est aussi obtenue en executant les 
deux transformations : 

Xj — /j (xi , . . . , Xm Q-l ) • • • ) ) ' "^i — ('^1 ) • • • 5 -^ni '^1 1 • • • > '^r) 

I'une apres 1' autre, et en choisissant ak = c^. Par consequent, apres la substitution 
Ofc = Vk{cP ^ b), la transformation Xj = <I>i(x', a) est identique a la transformation 
X'i = fi{x',b), c'est-a-dire : toutes les transformations Xj = $j(x',a) dont les 
parametres aj^ se trouvent dans un certain voisinage de c^, . . . qui est defini 
via I'equation 0,^ = ipk{oP, b), appartiennent au groupe donne x'- = fi{x, a). 

Afin d'etablir la seconde partie de notre assertion, rappelons le Theoreme 25. 
Si ai, ... ,ar se trouvent dans un certain voisinage de a^, . . . , aj!, alors en vertu 
de ce theoreme, la transformation Xj = fi{x,a) peut etre obtenue en executant 
d'abord la transformation : 

Xj = fi{xi, . . . , Xm Ui, . . . , CLj.) 

et ensuite une transformation completement determinee : 

r 

(11) Xi = x'i + Y, ^k^ki{x') + --- 

k=l 

du goupe a r parametres qui est engendre pai^ les r transformations infinitesimales 
independantes : 

" df 

Xkif) = ^ (.kiixi,. . . ,Xn) (fc = l-r). 

i=l * 

D'apres la preuve du Theoreme 9 p. |128[ nous savons de plus que Ton trouve 
la transformation (11) en question en choisissant d'une maniere appropriee 
ai, . . . ,ar comme fonctions independantes de Ai, . . . , A,, et en determinant inver- 
sement Ai, . . . , A,- comme fonction de ai, . . . , a,-. Mais d'un autre cote, nous obte- 
nons aussi la transformation Xj = /j(x, a) en executant d'abord la transformation 
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x[ = fi{x, a°), puis la transformation Xi = ^i{x', a). Par consequent, la transfor- 
mation Xi = ^i{x' ,a) appartient au groupe engendre par Xif,..., Xrf des que 
le systeme de valeurs oi , . . . , se trouve dans un certain voisinage de a^, . . . , a^. 
Pour I'exprimer differemment : les equations Xj = ^i{x' ,a) sont transformees en 
les equations (11) lorsque ai, ... ,ar est remplace par les fonctions mentionnees 
de Ai, . . . , Ar- Ceci prouve la deuxieme partie de notre assertion. 

Ainsi, les equations de transformation Xi = ^i{x', a) possedent la propriete 
importante suivante : si a la place de a^, on introduit les nouveaux parametres 
bi, . . . ,br a.u moyen des equations = ^kio-^, b), alors pour un certain domaine 
des variables, les equations Xi = a) prennent la forme Xi = fi{x', b) ; d'un 

autre cote, si on introduit les nouveaux parametres Ai, . . . , A^ a la place de Ofc, 
alors pour un certain domaine, les equations Xi = ^i{x' , a) se convertissent en : 

r 

= + ^ Afc6j(x') H (i = l-n) 

fc=l 

Voila done en definitive une caracteristique importante du groupe initiale- 
ment donne x'j = fi{x,a) : quand on introduit dans les equations x'^ = fi{x,a) 
les nouveaux pai^ametres ai, . . . , a^. a la place des au moyen de = ipk{a^,a), 
alors on obtient un systeme d' equations de transformations x'^ = ^i{x,a) qui re- 
presentent, lorsqu'on les prolonge analytiquement, une famille de transformations 
a laquelle appartiennent toutes les transformations d'un certain groupe a r para- 
metres contenant la transformations identite. 

Nous pouvons exprimer cela comme suit. 

Theoreme 26. ( 1391 . p. 163) Tout groupe x[ = fi{xi, . . . 

parametres qui n 'est pas engendre par r transformations infinite simales indepen- 
dantes derive d'un groupe contenant r transformations infinite simales indepen- 
dantes de la maniere suivante : former tout d'abord les equations differentielles : 

dx'- "A 

^ = Z_/ '^kj{a) ■ ijiix') (j = l-n;fc = l-r), 

j=l 

qui sont satisfaites par les equations x'^ = fi{x, a), puis poser : 

iZ ^k^{x) ^ = Xkif) {k = l-r) 

i=l * 

et former ensuite les equations finies : 

r 

x'i = Xi^"^ Xk^kiix) -\ {i = l-n) 

k=l 

du groupe a r parametres contenant la transformation identite qui est engendre 
par les r transformations infinitesimales independantes Xif, . . . , Xrf. Avec ces 
donnees, il est alors possible, dans ces equations finies, d 'introduire des nouveaux 
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parametres ai, . . . ,aj. a la place de Xi, . . . , Xr de maniere a ce que les equations 
de transformations qui en resultent : 

X- = ^i{xi, . . . ,Xn,ai,. . . ,ar) (i = l-n) 

representent une famille de oo^ transformations qui embrasse, apres prolonge- 
ment analytique, toutes les oo^ transformations : 

x'i = fi{xi, ■■■,Xn, ai, . . . ,ar) (i = l-n) 

du groupe. 

A Tissue de ce premier trajet fondamental que clot la fin du Chapitre 9 
de la Theorie der Transformationsgruppen, les Theoreme 22 et 24 vont 
permettre dans la suite a Engel et a Lie A' identifier systematiquement tout 
groupe continu de transformations : 

^'i = • • • ) ^n] ai, . . . , ttr) (i = l...n) 

a une collection de transformations infinitesimales lineairement indepen- 
dantes : 

^k{f) = ^ ^ki{xi, . . . — (i = l-n) 

i=l * 

dont les coefficients ^kii'x) sont analytiques (reels ou complexes) et qui est 
lineairement fermee par crochets : 

r 

[Xj , Xk\ = J2 {j,k = l-r), 

s=l 

OU les Cji^ sont des constantes. Une telle identification0 d'un groupe a 
des generateurs infinitesimaux n'a pas seulement un caractere d'inter- 
changeabilite ontologique, elle metamorphose aussi I'etre d'un groupe lo- 
cal arbitraire en linearisant ses caracteristiques fondamentales. Avec ces 
theoremes fondamentaux, non seulement le differentiel supplante le fini, 
mais encore : on s'apprete a algebriser definitivement la genese. Un point 
de seuil, en effet, est atteint, c'est un point de non retour : la connais- 
sance mathematique initialement indecise et problematisante pent a present 
se decider a reenvisager I'objet « groupe continu » — maintenant moins 
opaque — sous un angle absolument neuf : celui des transformations in- 
finitesimales, plus riches de virtualites et de manipulations possibles. La 
genese synthetique du concept de groupe continu de transformations a 
done ceci d'« irreversible » que ses caracteristiques initiales sont destinees 
a s'effacer devant I'approfondissement incessant de leur comprehension. 



38. Tous les enonces precedents sont clairement et explicitement locaux, et ce serait 
se meprendre sur la portee rigoureuse de la theorie de Lie que de 



150 



3.9. Le probleme de la classification des groupes 



Sur le plan algebrique, les deux seules contraintes qui s'exercent sur 
une collection de transformations infinite simales sont I'antisy metric du 
crochet : 

r r 

^ cl,X, = [X„ X,] = -[X,, X,] = J2 

s=l s=l 

qui se lit simplement : 

et les identites de type Jacobi ; ces demieres sont satisfaites automatique- 
ment entre triplets de champs de vecteurs et elles s'ecrivent ici pour tous 
j,kj = l,...,r: 

= [X,, [Xk, Xi]] + [Xi, [X,, Xk]] + [Xk, [Xi, X,]] 

r r 

~ ~^ '"i''^ ~'~ ^tj ^k,s\ ) 

t=l s=l 

ce qui equivaut aux relations quadratiques : 

r 

= ~'~ '^i.fc ~'~ '^tj '^m] ■ 

s=l 

3.9. Le probleme de la classification des groupes de transformations. 

Pour Lie, la question dominante dans la theorie qu'il a erigee etait de clas- 
sifier, a equivalence pres, tous les groupes de transformations possibles, 
localement, generiquement : 

Classification des groupes continus finis locaux 
de transformations analytiques 

et surtout pour I'espace reel a trois dimension, le seul qui possede un sens 
« physique ». Du point de vue des equations de transformations finies, il 
est bien entendu naturel de declarer que deux groupes de transformations : 

x' = f{x; a) et y' = g{y; b) 

qui agissent sur des espaces respectifs xi, x„ et yi, ...,?/„ de la meme 
dimension n ^ 1 avec le meme nombre r ^ 1 de parametres essentiels 
ai, . . . , ttr et bi, . . . ,br sont equivalent^ [ahnlich] s'il existe a la fois un 

39. L'adjectif «semblable» appartenant trop au langage non-conceptuel, [ahnlich] 
sera traduit par « equivalent », en reference a la methode d' equivalence que Elie Cartan a 
developpee a la suite de Lie pour une pluralite de structures geometriques qu'il a inter- 
pretees en termes de systemes differentiels exterieurs f ll24ll86l[l55[|55lll24ll ). 
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changement de parametres b = f3{a) et un changement de coordonnees 
y = t{x) dans I'espace- source qui s'effectue simultanement aussi dans 
I'espace-image : y' = t{x'), de telle sorte que, apres substitutions ade- 
quates, on a la relation : 

x' = T-\y') = T-'{g{y;b)) = r-^((?(r(x); /3(a))) = f{x; a), 

la demiere egalite etant identiquement satisfaite pour tout x et tout a. 

Mais grace aux theoremes fondamentaux, ce probleme de classifica- 
tion revient en fait a classifier les algebres de Lie locales finies de champs 
de vecteurs et leurs sous-algebres, a changement de coordonnees pres : 

Classification des algebres de Lie 
de champs de vecteurs analytiques locaux 
en dimensions 1, 2 et 3 et au voisinage de points generiques 

Au niveau infinitesimal, il est bien entendu naturel de declarer que deux 
algebres de Lie de champs de vecteurs analytiques locaux Xi, . . . ,Xr 
et Fi, . . . , de la meme dimension r sur deux espaces de coordonnees 
Xi, . . . , x„ et 2/1, . . . , y„ de la meme dimension n sont (localement) egui- 
valentes s'il existe un diffeomorphisme x ^ y = y{x) qui envoie chaque 
Xk sur une combinaison lineaire Xki Yi + ■ ■ ■ + X^r Yr des Yi a coefficients 
constants Xu- 

Ainsi, le probleme de classification revient-il a trouver des formes 
normales les plus simples possibles pour les algebres de Lie de transfor- 
mations infinitesimales. Plus precisement, il s'agit d'entreprendre I'etude 
suivante. 

• Determiner [besdmmen] toutes les algebres de Lie de dimension 
finie r de champs de vecteurs analytiques complexes locaux : 

" d 

Xk = y~^^ ^fci(x) — (fc = l-r) 

^ OXi 

1=1 

definies dans un certain ouvert initial U C C" ; il est permis de relocaliser 
les considerations un nombre fini de fois a un sous-domaine plus petit des 
qu'une operation mathematique necessite qu'un certain objet soit nonde- 
genere, ou qu'une certaine fonction soit non nulle0 

• Rapporter chaque tel systeme Xi, . . . ,Xr a une forme normale la 
plus simple possible, e.g.assurer que la plupart des coefficients sont nuls, 

40. En admettant les relocalisations libres, on evite notamment de se confronter au 
difficile probleme de trouver des formes normales pour un unique champ de vecteur analy- 
tique X au voisinage d'un point oil tous ses coefficients s'annulent, une question toujours 
non resolue et probablement non resoluble en toute generalite, meme en dimension n = 2. 
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monomiaux, egaux a des fonctions elementaires, ou qu'ils dependent d'un 
nombre de variables qui est strictement inferieur a n. 

• Distinguer precisement tous les systemes possibles de champs de 
vecteurs en introduisant des concepts geometriques ou algebriques in- 
dependants des coordonnees afin de ranger tous les groupes dans des 
categories et dans des sous-categories qui soient precisement et quasi- 
instantanement discernables par la pensee. 

Les problemes de classification : un groupe de taille importante et d'une 
complexite invisible agit de maniere quasiment incontrolable sur une categorie 
d'objets. L'objet quelconque flotte alors, transporte passivement par les ambiguT- 
tes de sa donation initiale. La saisie vraie en tant que telle ne peut qu'expri- 
mer fondamentalement la mobilite unique qui est consubstantielle a l'objet qu'elle 
vise : le transport possible d'un etre mathematique par une transformation / quel- 
conque : 

/*(etre mathematique) = le meme etre vu autrement, 

transport qui preserve la nature abstraite generale de I'etre en specifiant seule- 
ment les modes generaux par lesquels il se volt determine, re-determine, et de- 
termine a nouveau. Identite, symetrie et transitivite : par un acte de pensee reduit 
a sa plus simple expression, I'homogeneite ontologique du symbole de transfor- 
mation : 

/*(/*(•)) = (//)*(•) = /*(•), 
garantit la permanence de cet etre, de tous ces etres. 

Mais le subjectif pour sol de la pensee perceptive accentue les exigences 
de la saisie. Le subjectif biologique du perceptif biologique structure en effet for- 
tement la nature desiree de toute saisie par la pensee. Le champ mathematique 
doit se restructurer en accord avec une demande imperieuse d'immediatete. II 
s'agit de capturer, en un meme moment d'intuition globale, tous les objets pos- 
sibles dans leur individualite propre, clairement et distinctement, avec la meme 
nettete que I'oeil embrasse dans son champ visuel toutes les frontieres qui co- 
existent entre centaines de regions de couleur. Reproduire le perceptif dans le 
champ mathematique, c'est desirer reproduire I'immediatete immanente a sol du 
champ biologique de la conscience. Le perceptif cherche a s'incrire dans la pen- 
see, et la pensee cherche a s'inscrire dans le perceptif : double circulation etran- 
gere a sol du sol de I'etre qui pense et qui pergoit, au contact d'une mathematique 
qui ne pense pas par elle-meme et ne pergoit rien ni en elle-meme, ni par elle- 
meme. 



Au contraire, d'apres le theoreme de redressement local p. II 041 toute transformation in- 

finitesimale non identiquement nulle relocalisee en un point generique est localement 

a 

dxi ' 



equivalent a une unique forme normale : ^ 
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Traduction frangaise commentee et annotee 

Sophus Lie, unter Mitwirkung von Friedrich Engel 
Theorie der Transformationsgruppen 
Dritter und letzter Abschnitt, Abtheilung V 

Chapitres 

Division 5 : Reclierclie sur les fondements de la geometric 11531 

Chap. 20 : Determination des groupes de R3 relativement auxquels les paires 
de points possedent un, et un seul invariant, tandis que s > 2 points n'ont 

pas d'invariant essentiel 11601 

Chap. 21 : Critique des recherches helmholtziennes 12111 

Chap. 22 : Premiere solution du probleme de Riemann-Helmholtz 12491 

Chap. 23 : Deuxieme solution du probleme de Riemann-Helmholtz . . . . 12771 

Division 5 

Recherches sur les fondements de la Geometrie 

Euclide a developpe la Geometrie « purement geometrique » en par- 
tant d'un certain nombre d'axiomes simples et de notions fondamentales 
elementaires, sans utiliser aucun outil analytique. Aussi admirable que soit 
son systeme deductif, celui-ci laisse encore cependant quelque peu a desi- 
rer, lorsque Ton considere la fa9on dont sont employes les elements fon- 
damentaux. 

Premierement, on ne saisit pas si le systeme euclidien d'axiomes et 
de notions fondamentales est reellement complet. II est en elfet mainte- 
nant generalement admis qu'au cours de ses developpements, Euclide a 
introduit des hypotheses tacites qu'il aurait du formuler comme axiomes. 
Par exemple, 1' introduction du concept d'espace a deux dimensions!] re- 
pose chez Euclide sur un veritable axiome qu'il n'a pas explicite. 

Deuxiemement, on peut s'imaginer que certains des axiomes eucli- 
diens sont superflus, c'est-a-dire qu'ils pourraient etre demontres a partir 
des definitions et axiomes precedents. 



1. Precisement : « espace de type surface », Flachenraum. 
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Mais au fond, il est beaucoup plus important de s' assurer avant tout 
qu'on possede un systeme complet et suffisant d'axiomes et de notions fon- 
damentales, plutot que de se demander si certains axiomes sont eventuel- 
lement superflus. Tout de meme, la question de savoir jusqu'a quel point le 
systeme euclidien d'axiomes doit etre enrichi ou complete reste en attente, 
sans meme parler de realisation definitive. Cependant, on s'est preoccupe 
avec d'autant plus de zele de la deuxieme question, que les recherches 
recentes sur les fondements de la Geometric ont seulement ete incitees a 
etudier la question de la demontrabilite ou de la non-demontrabilite du on- 
zieme axiome d'Euclide : le postulat des paralleles. 

Apres que plusieurs mathematiciens, notamment Legendre, ont effec- 
tue de nombreuses tentatives infructueuses pour demontrer 1' axiome des 
paralleles, Lobatchevskii (1829) tout d'abord et peu apres Bolyai (1832) 
ont reussi a exposer indirectement la non-demontrabilite de 1' axiome des 
paralleles, a savoir, en laissant une geometric se construire, dans laqucUc 
I'axiome des paralleles n'est pas du tout utilise. D'apres des lettres an- 
ciennes de Gauss, qui ne furent a vrai dire publiees que tres tardivement, 
il ressort que Gauss etait deja parvenu depuis longtemps a des resultats 
similaires. 

Aujourd'hui, on doit veritablement s'etonner que les mathematiciens 
aient du s'eclairer sur la necessite de I'axiome des paralleles seulement par 
un tel detour, alors qu'un seul coup d'oeil sur la surface d'une sphere aurait 
pu leur montrer qu'une geometric libre de contradiction est aussi possible 
sans I'axiome des paralleles, une geometric qui satisfait en tout cas les 
axiomes introduits precedemment par Euclide, a I'intericur d'un domaine 
choisi convenablement. 

Lobatchevskii et Bolyai ont entierement developpe leur geometric a 
la maniere d'Euclide, i.e. de fa9on purement geometrique. Riemann fut le 
premier a employer des instruments analytiques, afin d'en tirer des eclair- 
cissements sur les fondements de la Geometric. Malheureusement, nous ne 
possedons de sa main aucune presentation detaillee de ses recherches, et 
nous devons nous en remettre aux explications fort succinctes et souvent 
difficiles a comprendre que contient sa soutenance d'habilitation de 1854. 

Riemann place au tout debut de ses recherches la proposition d'apres 
laquelle I'cspacc est une variete numerique, partant que les points de I'es- 
pace peuvent etre reperes par des coordonnees. Ensuite, il demande quelles 
proprietes doivent etre attribuees a cette variete numerique pour qu'elle re- 
presente la geometric euclidienne, ou bien une autre geometric semblable. 
La reponse a cette question est manifestement un probleme purement ana- 
lytique, qui peut etre resolu en tant que tel. 



Remarques preliminaires 
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Cependant, la veritable signification de la proposition d'apres laquelle 
I'espace est une variete numerique ne ressort pas du travail de Riemann. 
Riemann cherche a demontrer cette proposition, mais sa demonstration ne 
peut pas etre prise au serieux. Si Ton veut veritablement demontrer que 
I'espace est une variete numerique, on devra, a n'en pas douter, postuler 
auparavant un nombre non negligeable d'axiomes, ce dont il semble que 
Riemann n'ait pas ete conscient. II faut cependant prendre en consideration 
le fait que par 1' introduction des varietes numeriques, il importait a Rie- 
mann de donner une version purement analytique du probleme, et il faut 
faire observer que les hypotheses justifiant la possibilite d'introduire au 
commencement les varietes numeriques n'etaient pour lui qu'accessoires. 

Ajoutons a cela que son etude constituait une soutenance orale 
[Probevorlesung], et qu'elle n'etait pas destinee a I'impression ; s'il avait 
voulu lui-meme la publier, il I'aurait surement ecrite d'une tout autre ma- 
niere. 

Du reste, 1' introduction du concept de variete numerique dans les re- 
cherches sur les fondements de la Geometric ne possede en rien un carac- 
tere arbitraire, mais s'inscrit objectivement dans I'essence des choses. En 
effet, en ce qui conceme I'edification de la Geometric, il faut distinguer 
plusieurs niveaux. L'un d'entre eux est independant aussi bien de I'axiome 
des paralleles, que du concept intrinseque de surface [Flacheninhalt] et de 
celui des nombres irrationnels. Mais il y a aussi des niveaux plus eleves, 
entre autres, un niveau oii Ton ne peut pas eluder le concept de nombre 
irrationnel et oii on doit en tout cas introduire a titre d'axiome le fait que 
la droite soit une variete numerique. M. G. Cantor est le premier a avoir 
ete confronte a la necessite d'introduire un axiome de cette sorte, si Ton 
souhaite pousser I'edification de la Geometric jusqu'a son achevement. 

Riemann fonde la geometric des varietes numeriques sur le concept 
de longueur d'un element courbe [Bogenelement], dont decoule par inte- 
gration le concept de longueur d'une ligne finie. II demande que le carre 
de la longueur d'un element courbe soit une fonction completement ho- 
mogene du second degre par rapport aux differentielles des coordonnees ; 
en ajoutant, entre autres, I'exigence que chaque ligne arbitraire puisse etre 
deplacee sans modifier sa longueur, Riemann est alors parvenu a ce resultat 
qu'en dehors de la geometric euclidienne, seulement deux autres geome- 
tries sont possibles. Parmi ces deux dernieres, I'une s'identifie a celle qui a 
ete realisee par Lobatchevskii, et 1' autre correspond a la geometric inscrite 
sur la surface d'une sphere. 
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Avant toute chose, du point de vue de I'Analyse, les recherches de 
Riemann sur la longueur d'un element courbe — qu'il n'a toutefois qu'es- 
quissees — sont du plus haut interet ; entre autres, elles ont vraisembla- 
blement donne 1' impulsion aux developpements que Messieurs Lipschitz 
et Christoffel ont entrepris ulterieurement (depuis 1870) sur les expres- 
sions differentielles du second degre, Monsieur Lipschitz ayant en tout cas 
poursuivi au cours du developpement de sa theorie I'objectif de trancher 
en meme temps quant a la justesse des considerations de Riemann. Mais 
on ne peut pas nier que les assertions de Riemann ne fournissent que peu 
d'eclaircissements sur I'objet veritable de la recherche, i.e. sur les fonde- 
ments de la Geometric. Les axiomes de Riemann se referent en effet tous 
a la longueur d'un element courbe, done seulement aux proprietes de I'es- 
pace dans 1' infinitesimal ; si Ton veut en deduire quelque chose quant a la 
constitution de I'espace a I'interieur d'une region d'extension finie, on de- 
vra d'abord effectuer une integration. Mais puisque les axiomes qui doivent 
servir a 1' edification d'une Geometric purement geometrique doivent ne- 
cessairement etre elementaires, et puisque ni le concept de longueur d'un 
element courbe ni celui d'integration ne sont elementaires, il est clair que 
les axiomes de Riemann sont inutilisables pour un tel objectif. 

Dans son travail celebreQ de I'annee 1868, M. de Helmholtz s'est 
soustrait, quoique de maniere inconsciente, aux insuffisances des axiomes 
riemanniens dont nous venons justement de discuter, notamment lorsqu'il 
postula certains axiomes se referant a un nombre fini de points eloignes les 
uns des autres, et lorsqu'il tenta d'en deduire I'axiome de Riemann sur la 
longueur d'un element courbe. 

M. de Helmholtz place expressement en premiere position I'axiome 
d'apres lequel I'espace est une variete numerique; ceci constitue un pro- 
gres par rapport a Riemann, bien que, a vrai dire, M. de Helmholtz s'en- 
quiere lui aussi de la portee de cet axiome lorsque, a la fin de son travail (a 
la page 221), il affirme que I'axiome pose par lui « demande d'en accepter 
moins que ce que Ton presuppose dans les demonstrations geometriques 
que Ton conduit ordinairement». Mais cette affirmation est totalement 
fausse, d'autant plus que les autres axiomes helmholtziens renferment des 
presuppositions superflues. 

Un progres supplementaire en comparaison avec Riemann consiste en 
ce que M. de Helmholtz opere directement avec la famille des mouvements 
de I'espace, tout en I'interpretant comme famille des transformations de la 



*. « Sur lesfaits qui se trouvent aufondement de la Geometrie », Gott. Nachr. 1 868, 
pp. 193-221 ; voir aussi ses oeuvres scientifiques completes, Tome II, pp. 618-639. 
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variete numerique concernee ; il execute meme une fois deux tels mouve- 
ments I'un apres 1' autre et il met a profit le fait que ces deux mouvements 
pris ensemble peuvent etre substitues a un troisieme mouvement ; il fait 
done en quelque sorte usage des caracterististiques de type « groupe » que 
possedent les mouvements, sans cependant connaitre le concept general de 
groupe. 

Meme si le travail de Helmholtz, quant a ses hypotheses, marque un 
certain progres par rapport aux recherches plus anciennes de Riemann, on 
ne doit cependant pas ignorer que le travail de Riemann ne lui cede en 
rien quant a la valeur mathematique. En effet, tandis qu'il s'est avere que 
la methode esquissee par Riemann pouvait reellement se deduire des pro- 
positions enoncees par lui, nous verrons ulterieurement que les ressources 
analytiques dont Monsieur de Helmholtz s'est servi ne sont pas suffisantes 
pour atteindre I'objectif, et qu'au cours de ses recherches. Monsieur de 
Helmholtz introduit toute une serie d' hypotheses incorrectes. 

Si nous embrassons les pensees communes qui se trouvent au fonde- 
ment des considerations de Riemann et de M. de Helmholtz, nous pouvons 
dire que les deux chercheurs ont pose un probleme de type nouveau, quoi- 
qu'ils ne I'aient fait que de maniere implicite, probleme que nous souhai- 
tons appeler « Probleme de Riemann-Helmholtz[3», et qui peut s'enoncer 
brievement comme suit : Trouver des proprietes qui permettent de distin- 
guer non seulement la famille des mouvements euclidiens, mais aussi les 
deux families de mouvements non- euclidiens, et grace auxquelles ces trois 
families apparaitront alors comme remarquables par rapport a toutes les 
autre s families de mouvements d'une variete numerique. 

Lorsqu'en 1869, Lie a communique a son ami F. Klein ses premieres 
recherches sur les groupes continus, Klein a attire tres tot I'attention de 
Lie sur les recherches de Riemann et de Helmholtz, en soulignant que le 
concept de groupe continu y jouait un role implicite (c/le memoire de Lie 
dans le tome 16 des Math. Ann., p. 527). Mais c'est seulement au cours de 
I'annee 1884 qu'a la suite des invitations renouvelees de Klein, Lie a en- 
trepris de mettre strictement a I'epreuve les realisations helmholtziennes et 
d'apporter un traitement approfondi au probleme de Riemann-Helmholtz 
dans I'espace ordinaire a trois dimensions, au moyen de la theorie des 
groupes. Lie n' a rencontre a cet egard aucune difficulte, sachant qu'il avait 



*. Au fond, le probleme provient plutot veritablement de Riemann lui-meme. Nous 
croyons cependant que notre appellation du probleme est tout a fait legitime, car M. de 
Helmholtz est le premier a avoir revele que le probleme n' avait pas du tout ete resolu par 
la theorie de Riemann. Une formulation veritable du probleme n'a ete fournie par aucun 
des deux auteurs. 
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deja determine depuis longtemps tous les groupes continus finis de cet es- 
pace. Lie a tout d'abord fait connaitre les resultats de cette recherche dans 
le Leipziger Berichten en 1886, sans que leur deduction soit accompagnee 
des calculs necessaires. Ensuite, dans deux gros memoires de I'annee 1890, 
parus egalement dans le Leipziger Berichten, non seulement il formula une 
critique detaillee des developpements helmholtziens, mais encore, ce qui 
constituait le but principal de tout ce travail, il apporta plusieurs nouvelles 
solutions au probleme de Riemann-Helmholtz. 

Les chapitres qui suivent constituent un remaniement et en partie des 
complements aux travaux sus-mentionnes, que Lie a publics a ce sujet. 

Le Chapitre 20 contient certaines theories qui seront exposees au 
mieux pour elles-memes, avant que nous rendions compte des developpe- 
ments helmholtziens. Une partie des axiomes qui ont ete poses par Helm- 
holtz peut en effet s'exprimer, comme nous le verrons, de la fa9on sui- 
vante : la totalite des mouvements constitue un groupe, et relativement a 
ce groupe, deux points possedent un et un seul invariant, tandis que tous 
les invariants d'un nombre de points superieur a deux peuvent s'expri- 
mer comme fonctions des invariants de paires de points. Afin de mesurer 
la portee des axiomes helmholtziens, il faut connaitre a I'avance tous les 
groupes qui satisfont precisement a cette exigence, et puisque cette tache, 
deja importante en elle meme, qui consiste a determiner tous ces groupes, 
ne peut pas etre accomplie sans quelques depenses de calcul, il semble 
recommande d'entreprendre specialement une telle determination. 

Dans le Chapitre 21, nous formulerons une critique detaillee des 
axiomes et des resultats exposes par Helmholtz. Ensuite, dans les Cha- 
pitres 22 et 23, nous exposerons differentes solutions du probleme de 
Riemann-Helmholtz, dans I'espace ordinaire et dans I'espace n fois 
etendu. Enfin, dans le Chapitre 24, nous discuterons et nous critiquerons 
quelques recherches recentes sur les fondements de la Geometric. 

Nous ne pouvons pas conclure ces remarques preliminaires sans sou- 
ligner expressement que les recherches qui vont suivre n'ont pas la preten- 
tion de constituer des speculations philosophiques sur les fondements de la 
Geometric ; elles ont seulement pour objet d'apporter un traitement soigne 
de type « theorie des groupes » a ce probleme de la theorie des groupes^ 
que nous avons appele Probleme de Riemann-Helmholtz. A la fin de la 
presente Division V, nous evoquerons le benefice que la resolution de ce 
probleme peut apporter a I'edification d'un systeme de Geometric. 

2. Certainement intentionnelle, la redondance est explicite : Eine sorgfdltige 
gruppentheoretische Behandlung des gruppentheoretischen Problems, das wir als das 
Riemann-Helmholtzsche Problem bezeichet haben. 
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Meme si nous n'entreprenons pas ici une telle tentative, nous sou- 
haitons toutefois exprimer comme etant notre conviction profonde, 1' opi- 
nion d'apres laquelle il n'est nuUement impossible de mettre sur pied 
un sy Sterne d'axiomes geometriques qui soit suffisant et ne renferme pas 
de condition superflue. Malheureusement, on doit indubitablement recon- 
naitre qu'il n'existe que tres peu de recherches qui ont veritablement deve- 
loppe les fondements de la Geometric. 



Chapitre 20. 



Determination des groupes de relativement auxquels 
les paires de points possedent un, et un seul invariant, 
tandis que s > 2 points n'ont pas d'invariant essentiel. 

Les developpements du present chapitre se rattachent au §59 du 
Tome I (p. 218 sq.). A ce moment-la, nousEI avons introduit le concept 
d'invariant de plusieurs points et maintenant, nous voulons determiner 
tous les groupes continus finis de qui satisfont certaines exigences 
quant aux invariants d'un nombre quelconque fini de points. Notamment, 
deux points doivent avoir un et un seul invariant relativement a chaque tel 
groupe, tandis que tous les invariants de s > 2 points doivent toujours 
pouvoir s'exprimer comme fonctions des invariants des paires de points 
qui sont comprises dans ces s points. Si, en concordance avec le Tome I, 
p. 219, nous disons qu'un invariant de s points est essentiel s'il ne peut 
pas etre exprime au moyen des invariants d'un sous-syteme de s — 1 (voire 
moins) points, alors nous pouvons enoncer notre probleme (qui se trouve 
deja exprime dans le titre du chapitre) de la maniere suivante : 

Determiner tous les groupes continus finis de R3 relativement aux- 
quels deux points possedent un et un seul invariant, tandis qu 'un nombre 
de points superieur a deux n 'a jamais d'invariant essentiel. 

Nous allons d'abord resoudre ce probleme sans tenir compte de la 
condition de realite. Par consequent, nous allons chercher en premier lieu 
tous les groupes de transformations complexes qui possedent la propriete 
indiquee, et plus tard seulement, nous resoudrons aussi le probleme pour 
les groupes de transformations reelsQ. 

Nous nous sommes deja expliques p. 397 sq. sur les raisons qui nous 
ont pousses a placer ce chapitre en position preliminaire, avant de passer 
aux recherches proprement dites sur les fondements de la Geometric. 



1. Ambiguite eventuelle, ici, sur le « nous », qui pourrait aussi bien renvoyer a un 
impersonnel mathematique qu'au duo de redacteurs forme par Engel et Lie. 

*. En 1886, Lie a deja esquisse dans le Leipziger Berichteti, p. 337 sq., les resultats 
qui alimentent le present chapitre ; debut 1890, il en a donne des demonstrations detaillees 
(ib., pp. 355-418). Ce qui suit est un remaniement de cette derniere etude. 
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§ 85. 

Proprietes caracteristiques des groupes recherches. 

Soit : 

Xkf = ^kix,y,z)p + rik{x,y,z)q + Ckix,y,z)r {k = i-m) 
un groupeQ a m parametres@ possedant la constitution exigee. Si ensuite : 

(1) xi,yi,zi; X2, 2/2,^2; ; Xs,ys,Zs 

sont s points arbitrairesEI de et si nous posons : 

^k{xu, yv, Zy) + r]k{x^, y^, Zy) + Ck{xu, yu, Zy) = X^^^f, 
alors premierement, les m equations lineaires aux derivees partielles : 

(2) 4^V + 4'V = ik = l-m.) 

en les six variables : xi,yi, zi, X2,y2i Z2 doivent posseder en commun une 
et une seule solution^ : 

(3) J{xi,yi,zi; X2,y2,Z2); 

et deuxiemement, lorsque s > 2, toutes les solutions communes des m 
equations : 

(4) X«/ + / + • • • + Xl'^f = ik = l-m) 

en les 3s variables Xk,yk,Zk doivent se laisser exprimer au moyen des 
^^f^ fonctionsl : 

(5) j{xx,yx,Zx] X^,y^,Z^) (A = 1-s-1; m = A + 1-s). 

1 . Tout groupe de transformations fini et continu est systematiquement identifie par 
Lie a un systeme de generateurs infinitesimaux clos par crochets. 

2. Le texte allemand imprime comporte ici I'une des tres rares coquilles de tout le 
traite (Tomes I, II et III), Engel et Lie ayant note par reflexe r au lieu de m ce nombre 
de parametres (nous rectifions), comme ils ont I'habitude de le faire lorsqu'ils envisagent 
un groupe continu general, mais dans ce chapitre, la lettre r n'est plus autorisee, car 
elle entrerait en confusion avec la troisieme transformation infinitesimale de I'espace, 
traditionnellement notee r = . 

3. Ici, i?3 designe I'espace a trois dimensions, en fait complexe : c'est C , et non 
M^. Engel et Lie travaillent toujours d'abord sur C (sans le preciser), puis sur R (en le 
precisant), mais ils notent a nouveau i?3 (ou i?„) I'espace reel. 

4. Plus precisement, la solution generale du systeme (2) est necessairement une 
fonction arbitraire de I'unique invariant J, de la forme $( J(xi, yi, zi; 2:2, 2/27 ^2)), ou $ 
est une fonction arbitraire. En permutant les variables (xi, 2/1,2:1) et (2:2, 1/2, Z2), les equa- 
tions (2) restent inchangees, done J(x2, 2/2, 22; xi, t/i, zi) est aussi une solution de (2), 
mais non essentielle, puisqu'eUe est de la forme $(j(xi, yi, zi\X2, 2/2, 22)). 

5. Ici, 1 ^ A < /i ^ s, car les autres fonctions sont des invariants non essentiels. 
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Avant toute chose, il faut remarquer que chaque groupe possedant la 
constitution exigee[^doit etre transitif. En effet, si le groupe : Xif . . . X^f 
etait intransitif, les equations : 

Xkf = (fc = l-m) 

auraient deja en tout cas une solution commune, et les equations (2) posse- 
deraient alors au minimum deux solutions communes independantesH en 
contradiction avec notre exigence. 

Afin de trouver encore d'autres proprietes des groupes recherches, 
rappelons que lesB m transformations infinitesimales : 

(6) + + + {^ = 1—) 

produisent un groupe a m parametres en les 3s variables (1), lequel in- 
dique comment le systeme des s points (1) de est transforme par le 
groupe : Xif . . . X^f ■ En outre, nous avons I'intention de supposer que 
les s points (1) soient non seulement chacun en position generale vis-a-vis 
du groupe : Xif . . . X^f, mais encore soient mutuellement en position 
generalelj, de telle sorte que le systeme des valeurs (1) soit en position 
generale vis-a-vis du groupe (6). 

Sous ces hypotheses, on peut facilement embrasser d'un coup d'oeil 
[UBERSEHEN] quelles sont toutes les positions nouvelles que le systeme 
des s points (1) peut prendre a travers les transformations du groupe (6) ; 
en effet, d'apres le Tome I, p. 216, la mobilite generale de ces systemes 
de points n'est limitee par aucune autre condition^ que la condition que 



6. Pour rinstant, les groupes sont inconnus. Le Theoremes 37 (sur M) p. I206l four- 
nira la liste des onze groupes reels repondant au probleme pose. 

7. Si </5(a;, y, z) est une solution non constante du systeme Xif — ■ ■ ■ — X^f ~ 0, 
alors (p{xi ,yi, zi) et (p{x2 , 2/2, ^2) sont deux solutions independantes de (2). 

8. Seconde inadvertance du texte imprime, que nous rectifions a nouveau, mais qui 
ne se reproduiraplus. 

9. Etre mutuellement en position generale, pour un systeme de s points pi, . . . ,ps 
de i?3 signifie simplement que le point produit {pi, . . . ,ps) dans R^s soit en position 
generale. 

10. A I'endroit cite, il a ete etabli qu'a un groupe quelconque de transformations 
Xif, ... , Xmf a m parametres agissant sur un espace [xi , . . . , a;„) de dimension n quel- 
conque est toujours attache, localement au voisinage d'un point generique, un nombre 
determine n — q (eventuellement nul) de fonctions independantes fli{x), . . . , rj„_g(x) 
decoupant 1' espace en le feuilletage : 

ill (x) = const 1, fln~q{x) ~ COnstn-q 

qui reste stable par Taction du groupe. Alors Faction du groupe est localement transitive 
en famille sur les feuilles i^k{x) — constfc, fc = 1, . . . , — g. De plus, I'exigence helm- 
holtzienne reformulee abstraitement par Lie demande que les positions {x'l , . . . , xj^) que 
peut prendre {xi, . . . ,Xn) par Taction du groupe soient entierement determinees par les 
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chaque invariant du groupe doit conserver la meme valeur numerique pour 
toutes les positions du systeme de points. Si nous notons alors x'^, y'^, z'^ la 
position que prend le point xtiVk, Zk apres une transformation quelconque 
du groupe : Xif . . . X^f et si nous nous rappelons que tous les invariants 
du groupe (6) doivent pouvoir etre exprimes au moyen des invariants (5), 
nous reconnaissons par consequent que les s points (1) peuvent se trans- 
formerE]] en tous les points^ : x'^., t/^, 2^ (A; = 1 . . . s) qui satisfont les 
equations : 



(7) 



■J (^A5 Vx^ Zx', x^, y^, z^) — J (xa, yx, zx, x^, y^, 



111 tifii "fi ) 

(A = 1 ■■■ s - 1 ; ^J = A + 1 ■■■«), 



et qui sont procures de telle sorte que le systeme de valeurs : 

a'\ I I I . I I I . .Ill 

) ^1, yii Zi '. X2, y2, Z2', ■ ■ ■ Xg, y^, Zg 

reste dans un certain voisinage du systeme de valeurs (1). 

Si nous fixons[B maintenant les s — 1 premiers points (1) : 

x'k = Xk, y'k = yk, z'i. = Zk (fc=i...,-i), 

alors les conditions (7) pour lesquelles A et /i sont tous deux < s sont 
satisfaites automatiquement, et il ne reste plus que les s — 1 conditions : 



(8) 



J (xa, yx, Zx; x'^, y'^, z'^) = J (xa, yx, zx, x^, ys, Zs) 

(A=l,2---s-l), 



c'est-a-dire : apres fixation de ces s — \ points-la, le point x^, ys, Zg peut 
encore se transformer en tous les points x'^, y'^, z'^ qui satisfont les equa- 
tions (8) et qui se trouvent dans un voisinage donne de Xs,ys,Zs. Mais 
puisque le groupe : Xif . . . X.„J est fini, lorsqu'on fixe un nombre suffi- 
sant de points qui sont mutuellement en position generale, il doit finale- 
ment se produire le cas que tous les points restent generalement au repos ; 
par consequent, les equations (8) doivent etre constituees de telle sorte que. 



fonctions invariantes J, lesquelles satisfont J{x\, . . . , xj^) = J(xi, . . . , Xn) pour toute 
transformation finie x'^ = fi {xi , . . . , a;„ ; oi , . . . , a„i) du groupe recherche. 

1 1 . Les s points pi, . . . ,ps mutuellement en position generale de coordonnees 
{x\,y\, z\), A = 1, . . . , s, sont transformes par le groupe (inconnu, que Ton recherche) 
en des points (a;^, j/^, z^) de telle sorte qu'une « pseudodistance » soit conservee : 
J{p'x,p'fj) = J(paiPm)j et c'est cette seule hypothese qui va « faire naitre » les 11 groupes 
possibles coUectes dans le Theoreme 37, p. 12061 

12. Les points sont representes par leurs coordonnees qui sont des systemes de va- 
leurs. 

13. Fixer un ou plusieurs points signifie considerer le sous-groupe consistant seule- 
ment en les transformations ponctuelles qui fixent ce ou ces points. 
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lorsque s est suffisamment grand, plus aucune famille continue de systemes 
de valeurs x'^, y'^, z'^ ne les satisfait, et qu'on peut en tirer les equations : 

(9) = Xs, y', = ys, = z^. 

D'apres le Tome I, p. 490, ce cas se produitQ au plus tard lorsque s = 
m + 1, mais nous verrons cependant que sous les hypotheses posees ici, ce 
cas se produit deja pour un nombre inferieur0 a m + 1. 

Si nous Axons seulement un point en position generale, par exemple 
xi,yi,zi, alors chaque autre point ^2^2, Z2 en position generale peut en- 
core etre transforme en les 00^ pointSLJ x'2, y'2, 4 satisfont I'equation : 

J(xi,2/i,zi; 2:2,?/2,4) =J{xi,yuZi] X2, 2/2, 2:2). 

Et maintenant, comme notre groupe : Xif . . . X^f est transitif, apres fixa- 
tion d'un point en position generale, les parametres du groupe sont soumis 
exactement a trois conditions ; par consequent le point X2,y2, Z2 ne peut 
evidemment occuper encore 00^ positions que s'il reste encore au mini- 
mum deux parametres arbitraires ; done notre groupe possede au moins 
cinq parametres. 

II est clair qu'apres fixation du point : xi,yi,zi, les 00^ points de 
I'espace peuvent se disposer sur les 00^ surfaces invariantes : 

(10) J(xi, 1/1, zi; = const. 

Relativement au groupe a six parametres des mouvements euclidiens, qui 
satisfait evidemment toutes les conditions posees a la page 1160] ces 00^ 
surfaces-la ne sont autres que les 00^ spheres (10) centrees au point : 
Xi, yi, Zi. Afin de pouvoir nous exprimer brievement, nous voulons done 
appeller simplement pseudospheres centrees au point Xi, yi, zi relatives au 
groupe : Xif . . . X^f les 00^ surfaces (10). Ensuite, nous pouvons aussi 
dire : si un point xi,yi, z\ qui est en position generale vis-a-vis du groupe : 
X\f . . . Xmf est fixe, alors chaque autre point en position generale peut 
se mouvoir sur la pseudosphere centree en xi,yi, z\ passant par lui. La 

14. Voici r argument. Soit G un groupe de transformations fini et continu comportant 
m parametres (essentiels) qui agit sur II existe au moins un point pi en position ge- 
nerale qui n'est pas fixe par G. Le sous-groupe (d'isotropie) G\ <Z G des transformations 
qui laissent pi au repos a done mi ^ m — 1 parametres. Si jtii ^ 1, il existe au moins 
un point p2 en position generale qui n'est pas fixe par G\. Le sous-groupe G2 C G\ des 
transformations fixant p2 possede ^ "ii — 1 ^ m — 2 parametres, etc. 

15. Les developpements ulterieurs montreront que cela se produit en fait deja pour 
s < 4, meilleure inegalite que s < 7 = m + 1 lorsque m = 6. 

16. Le symbole courant «oo'' » denote le nombre fc de parametres (reels ou com- 
plexes) dont un objet geometrique (ou analytique) depend effectivement. Chaque para- 
metre, susceptible de parcourir une infinite de valeurs continues, compte pour une et une 
seule puissance du symbole « od ». 
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totalite [Inbegriffl de toutes les pseudospheres existantes forme naturelle- 
ment une famille de surfaces invariantes par le groupeB: X^f ...X^f. 
On peut encore mentionner aussi que les oo^ pseudospheres (10) peuvent 
etre definies par une equation de Pfaff integrable de la forme : 

(11) a{xi,yi,zi] x,y,z)dx + f3dy + ^dz = 0, 

qui est obtenue par differentiation^ de (10), et dans laquelle xi,yi,zi 
jouent le role de constantes. 

A present, imaginons-nous que deuxpoints : Xi,yi,zi et X2,y2,Z2 
sont fixes ; alors, comme nous le savonsLj, tout autre troisieme point : 
Xs.y-i, z-s en position generale peut encore occuper toutes les positions : 
Xg, t/g, ^3 qui satisfont les deux equations : 

^^2^ ( J{xuyuZi; 4, 2/3' 4) = J{xuyi,zi; X3, 1/3,2:3) 

\j{x2,y2,Z2; X3,?/3,4) = j{x2,y2,Z2; X3,y3,Zs), 

et qui se trouvent dans un certain voisinage de X3, ys, 23, done ce point peut 
encore occuper au moins 00^ positions. Maintenant, comme par fixation 
des deux points, les parametres du groupe sont soumis a cinq conditions, il 
en decoule que le nombre de parametres du groupe ne peut en tout cas pas 
etre inferieur a six0. 

Si les deux equations (12) n'etaient pas independantes I'une de I'autre 
relativement a Xg, 7/3, 23, la seconde equation serait alors une consequence 
de la premiere, et il en decoulerait evidemment que toutes les s — 1 equa- 
tions (8) seraient aussi des consequences de la premiere d'entre elles, aussi 
grand que Ton choisisse s ; on ne pourrait done pas choisir s assez grand 
pour que les equations (9) soient tirees des equations (8), ou, ce qui revient 



17. En effet, chaque transformation finie du groupe conserve la pseudodistance J, 
done envoie chaque pseudosphere centree en un point sur la pseudosphere de meme pseu- 
dorayon qui est centree au point image. Par consequent, 1' ensemble de toutes les pseudo- 
spheres se transforme en lui-meme. 

18. — par rapport aux trois variables x,y,z — 

19. — d'apres les equations (7) et (1') — 

20. Fixer un point de coordonnees {xi,yi, zi) absorbe au moins trois parametres du 
groupe, puisqu'il est suppose transitif. Le second point {x2, j/2, ^2) se meut alors, par Tac- 
tion du sous-groupe d' isotropic fixant le premier point, sur une pseudosphere de centre 
{xi, yi, zi), avec deux degres de liberte, et de maniere localement transitive. Fixer ensuite 
ce deuxieme point absorbe au moins deux parametres supplementaires du groupe. Enfin, 
une mobilite comportant au moins un dernier parametre est encore possible sur I'intersec- 
tion (generalement non vide) des deux families de pseudospheres centrees en {xi,yi, zi) 
et en ix2,y2,z2). 
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au meme, il en decoulerait, meme si s etait assez grand, que tous les inva- 
riants de s points ne pourraient pas se laisser exprimer au moyen des inva- 
riants des paires de points, en contradiction avec ce qui a ete dit ci-dessus. 
Par consequent, nous pouvons conclure que les equations (12), relative- 
ment a Zg, y'^, z'^, sont independantes I'une par rapport a I'autre et que le 
point X3, ?/3, 23 peut seulement occuper encore 00^ positions apres fixation 
de xi, yi, z\ et de X2-, ^2, ^2- En d'autres termes, les 00^ pseudospheres de 
centre : X2, ?/2, Z2 doivent couper les 00^ pseudospheres de centre : xi, yi, 2:1 
en les 00^ courbes qui sont determinees par les deux equations : 



{j{x\,y\,z\\ x,y,z) = const. 
■J[x2,y2,Z2; x,y,z) = const., 
ou par le systeme simultane : 

r a(xi, yi, zi] x,y, z) dx + (3 dy + •y dz = 
\a{x2,y2, Z2; x,y, z) dx + f3 dy + 'J dz = 0. 

En particulier, on obtient que les 00^ pseudospheres de centre : xi,yi, zi 
ne peuvent pas etre independantes de leur centreEl et done qu'il y a au 
minimum 00^ pseudospheres differentesE^ 

Enfin, si nous nous imaginons que trois points distincts : Xk.yk^Zk 
(k = 1, 2, 3) sont fixes, alors chaque autre quatrieme point x^, y^, z^ peut 
encore occuper toutes les positions x'^,y'^, z'^ dans un certain voisinage de 
X4, ?/4, Zi qui satisfont les trois equations : 



Si maintenant, parmi ces trois equations, il n'y avait que deux d'entre elles 
qui etaient independantes relativement a 0:4, 2/4, z'^, la troisieme decoulant 
par exemple des deux premieres, alors parmi les s — 1 equations (8), les 
s — 3 demieres decouleraient aussi toujours des deux premieres, done les 
equations (9) ne pourraient jamais etre tirees des equations (8), si grand 
que soit choisi s. Par consequent, les equations suivantes : 



21. — sinon rintersection des deux families de surfaces (14) ne se reduirait pas a 
des courbes — 

22. Le pseudorayon, a savoir la constante dans I'equation J(pi;p) = const., consti- 
tue un premier parametre (evident) pour la famille des pseudospheres. Les equations des 
pseudospheres ne pouvant pas etre independantes de leur centre pi, elles dependent d'au 
moins un parametre supple mentaire. Au total, il y a au moins deux parametres. 



(15) 




Xi, ?/4 



VAi ^4 — 
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doivent deja se tirer des equations (15), ce qui veut dire qu'apres fixation 
de trois points qui sont mutuellement en position generale, tous les points 
de I'espace doivent rester generalement au repos[j.0 

De ceci, il resulte en premier lieu que m doit etre precisement egal 
a six. Et il suit en second lieu que les oo^ courbes (13) ne peuvent pas 
toutes etre contenues dans les oo^ pseudospheres de centre X3, ys, 23, mais 
que chacune de ces courbes n'a en general qu'un point en commun avec 
chacune de ces pseudospheres0, et done que le systeme simultane (14) ne 

*. Entre autres choses, il decoule encore de la que les equations : 

(A) J{x[,y',^,zl;x',y',z')^j{xk,yk,zk;x,y,z) (fe = i,2,3) 

sont resolubles par rapport a x' ,y' , z' . Si on soumet les quantites : xj., y'^^, z'^,Xk:yk, 
aux equations : 

J^^kTVki^k^ ■^j^VjTZj) = j(^Xk,ykj Zk', Xj,yj,Zj^ 
(fe,j = l,2,3, k<j), 

et si on les interprete comme des parametres, la resolution des equations (A) par rapport 
a x' , y' , z' representera, comme on s'en convaincra facilement, le groupe le plus gene- 
ral de I'espace pour lequel les deux points : xi, yi, zi; X2, y2, ^2 possedent I'invariant : 

j/i, zi; X2,y2, 22)- Ce groupe comprend evidemment le groupe : Xif . . . X,n.f, 
mais il n'est pas necessairement continu ; neanmoins, il peut se decomposer en plusieurs 
families separees de transformations continues (voir le Chap. 18 du Tome I). 

Nous voulons encore mentionner que Ton obtient les equations finies du groupe : 
Xi f . . . Xmf a partir des equations (A), lorsqu'on choisit la resolution en x',y', z' qui 
pour : x'j, = Xk, y'j. = yk, z'j, = Zk {k = 1,2, 3) se reduit aux equations : x' ^ x, y' = y, 
z' = z. 

23. Ici, dans les applications, pour un groupe concret dont I'invariant J est connu 
explicitement en termes de fonctions algebriques ou transcendantes, il est a priori pos- 
sible, d'apres ce qui vient d'etre vu, de resoudre les equations (A) par rapport a {x' , y' , z') 
comme fonctions de {x, y, z) et des 18 parametres Xk,yk, Zk,x'i^,y'k: z'j^, k = 1,2, 3. En 
general, cela peut donner une representation des equations ^n/ei du groupe, a ceci pres 
que 18 — 6 = 9 parametres sont necessairement superflus, et que les equations finies 
ainsi obtenues peuvent parfois representer une famille qui ne contient pas I'identite, par 
exemple si les deux «reperes» formes des trois points {xk,yk, Zk) et des trois autres 
points (xj,, y'^,, z'^) sont disposes d'une fa^on speciale. Effectivement, un groupe de Lie G 
peut posseder plusieurs composantes connexes, par exemple le groupe des deplacements 
euclidiens i?3(M) = i?+(]R) U E~{R), suivant que I'orientation est preservee ou inver- 
see. Dans le Chap. 18 du Tome I, Engel et Lie elaborent une theorie generale des groupes 
de transformation qui se decomposent en un nombre fini de groupes connexes ; seule la 
composante de I'identite est engendree, via I'exponentielle, par des transformations in- 
finitesimales Xi, . . . , Xm- Cette strategic eventuelle : trouver les invariants possibles et 
en deduire les groupes possibles par le theoreme des fonctions implicites, ne sera pas 
adoptee. En fait. Lie evite generalement d'ecrire les equations finies d'un groupe concret. 

24. L'independance des deux equations (13) lorsque leurs centres sont mutuellement 
en position generale equivaut a ce que F intersection des pseudospheres se reduise (en 
general) a une courbe. Si Ton considere une troisieme pseudosphere centree en un autre 
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peut pas etre independant de xi,yi, zi, X2,y2, Z2- Ainsi, on a demontre que 
dans i?3, il n'existe pas de famille de oo^ courbes qui est constituee de telle 
sorte que dans toute pseudosphere se trouvent oo^ courbes de cette famille. 
Et maintenant, comme chaque famille de oo^ courbes qui remplit comple- 
tement R^, est representableEl comme famille des courbes caracteristiques 
de Monge d'une equation lineaire aux derivees partielles : 

y,z) — + y,z) — + u{x, y,z) — = 0, 
ox ay oz 

nous pouvons aussi dire ceci : les pseudospheres ne sont pas entierement 
surfaces integrales d'une meme equation lineaire aux derivees partielles. 

Cette propriete des pseudospheres qui vient d'etre etablie permet en- 
core de deduire une propriete importante des groupes recherches, a sa- 
voir, elle permet de demontrer que dans aucun des groupes recherches ne 
peuvent se trouver deux transformations infinitesimales qui possedent les 
memes courbes integrales. 

En effet, s'il y avait deux transformations infinitesimales du groupe : 
Xif . . . Xq/, par exemple : Xif et X2/, qui ont exactement les memes 
courbes integrales, il existerait une identite de la forme : 

X2/ = (p{x,y,z)Xif, 

oil (p n'est pas une simple constante0. Si nous formons maintenant les six 
equations lineaires aux derivees partielles : 

(16) Xfc/ + 4^V = (fc = i-6) 

dont une solution commune : 

J{x,y,z; xi,yi,zi) 

determine immediatement — etant donne une constante arbitraire — les 
00^ pseudospheres de centre xi,yi,zi, alors nous remarquons que dans 



point, Fintersection triple devient, grace a (15) et au paragraphe qui suit, un simple point, 
ce qui revient a dire que 1' intersection de cette pseudosphere avec les 00^ courbes d'inter- 
section entre les deux premieres families de pseudospheres, se reduit a un point. 

25. Localement, toute famille reguliere de courbes se redresse en la famille {x = 
const., y ~ const.} des droites paralleles a I'axe des z, et ces droites sont les courbes 
integrales de tout champ de vecteurs de la forme y, z) avec 1/ ^ 0. 

26. Sinon, si X2 ~ XXi avec A constant, I'algebre de Lie (espace vectoriel) 
Xi,X2, ■ ■ ■ ,Xq ne serait pas de dimension six. Done la differentielle dip = if^dx + 
(fydy + ifizdz n'est pas identiquement nulle. 
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ces six equations sont comprises les deux suivantes : 

f{x, y, z) Xif + ip{xi,yi, zi) = 0, 

d'ou suivent immediatementEl les equations : 

Xi/ = 0, V = 0. 

Et maintenant, comme la premiere de ces deux equations est independante 
de xi,yi, zi, il se produit que sous les hypotheses posees, toutes les pseu- 
dospheres de I'espace satisfont une meme equation lineaire aux derivees 
partielles du premier ordre, ce qui, comme nous venons a 1' instant de le 
demontrer, ne peut pas etre le caso. 

Par suite, nous pouvons maintenant enoncer la proposition suivante : 

Proposition 1. Si un groupe de transformations ponctuelles de 
continu et fini est constitue de telle sorte que, relativement a son action, 
deux points possedent un et un seul invariant, tandis que s > 2 points n 'ont 
pas d' invariant essentiel, alors ce groupe est transitifd six parametres et 
en outre, il ne comprend jamais deux transformations infinite simales dont 
les courbes integrales coincident ; de plus, la famille des pseudospheres 
relatives au groupe se compose au minimum de oo^ surfaces, et il n'y a pas 
dans i?3 de famille doublement infinie de courbes qui produisent toutes les 
pseudospheres existantes. 

Avant d'aller plus loin, nous voulons encore mettre sous une forme 
appropriee la condition d'apres laquelle deux points ont un et un seul inva- 
riant, relativement a un groupe transitif : Xi/ . . . Xg/ a six parametres. 

Tout d'abord, il sort de la condition susnommee que les six equa- 
tions lineaires aux derivees partielles (16) possedent une et une seule so- 
lution commune, et done que parmi ces equations, il doit s'en trouver 
exactement cinq Bj qui sont independantes les unes des autres. Par ailleurs, 
comme le groupe : Xi/ . . . Xg/ est transitif, on aura par exemple que : 
Xif, X2/, X3/ ne sont lies par aucune relation lineaire homogene, tandis 

27. Le determinant 2 x 2 du systeme, egal a (/?(a;i, zi) — (f{x, y, z), ne s'annule 
pas identiquement, puisque sa differentielle par rapport aux variables {x,y,z) est non 
nulle. 

28. Par exemple, une application de cette propriete sera utilisee pour traiter, au 
Chap. 21, le contre-exemple (23') a une assertion de Helmholtz. 

29. Si Ton note Xk — ^ki{x) pour k = 1, . . . , 6, les six equations (16) 
d'inconnues des fonctions J = J(x, y, z; xi,yi, zi) s'ecrivent 

ELi ik^ix,y,z)■§f^ iktixi,yi,zi)-^ = (fc = i-6). 
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que : X4/, X^f, XqJ se laissent exprimer de maniere lineaireEB et homo- 
gene au moyen de : Xi/, X2/, X3/, a savoir : 

(17) X-s+kf = ipkj{x,y,z) Xjf (fc = i,2,3). 

En tenant compte de ces identites, nous pouvons clairement remplacer les 
six equations (16) par les suivantes : 



(18) 



Xkf + Xi'^f 







{(Pkjix, y, z) Xjf + (pkjixi, yuZi)Xyf} 

(fc = l,2,3), 



ou encore, par les suivantes : 



(19) 



Xkf + Xi'^f = 
{ipkj{x,y,z) - ipkjixi,yi,zi)}Xjf = 



(/c = l,2, 3). 



Sous les hypotheses posees, parmi les six equations (19), les trois 
premieres sont resolublesQj par rapport a pi, ^i, ri ; en revanche, les trois 
dernieres sont completement libres de pi , Qi/ri ; comme parmi les equa- 
tions (19), il doit y en avoir exactement cinqo qui sont independantes les 
unes des autres, il est necessaire et suffisant que les trois dernieres d'entre 
elles, que nous pouvons aussi ecrire sous la forme : 



(20) X-i+kf - Vkj{xi,yi,zi) Xjf 







(fc = l,2,3), 



L'hypothese qu' elles possedent une seule solution equivaut a ce que le rang generique de 
la matrice 6x6: 

Cii(.T,y,z) ••• ^i3(a;,y,z) ^ii(a;i, yi, zi) ••• ^i3(a;i, yi, zi) 

?6i(a;,y, z) ■■■ ^63(2;, y, z) S.&i{xi,yi,zi) ■■■ ^63(2:1, yi, 2^1 ) 

soil egal a cinq. La suite des raisonnements explore cette hypothese. 

30. — a coefficients non constants, le terme « lineaire » ne possedant pas ici le sens 
moderne — 

31. Le groupe etant transitif, la matrice (CfeiC^^i, yi, 2^1)) J<^<3 formee des coeffi- 
cients des trois transformations infinitesimales x'"^\ fc = 1, 2, 3, par rapport aux champs 
basiques pi, qi, ri, est de determinant non nul. 

32. — puisque, rappelons-le, les ?7i = 6 equations (2) doivent posseder une et une 
seule solution commune qui constitue le seul invariant entre deux points — 
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se reduisent precisement a deux equations independantes. De la, si nous 
prenons en consideration le fait que les trois transformations infinitesi- 
males : 

Xs+kf - 5Z ^kjixuyi.zi) Xjf, (fc = i,2,3) 

laissent completement invariantEl le point Xi,yi,Zi et qu'elles peuvent 
s'exprimer (quand ce point est un point en position generale) comme 
combinaisons lineaires des transformations infinitesimales du groupe : 
Xif . . . XqJ fixant le point en question (vo/r0 Tome I, p. 203, Proposi- 
tion 7), nous obtenons la : 

Proposition 2. Soit : Xif . . . Xgf un groupe a six parametres de R3 
et soit : 

Ykf = akix,y,z)p + Pkix,y,z)q + 'yk{x,y,z)r 

(fc = l,2,3) 

33. En effet, d'apres (17), au point (xi, yi, zi), ces trois transformations infinitesi- 
males s'annulent, done les trois groupes a un parametre qu'elles engendrent via I'expo- 
nentielle laissent fixe le point {xi,yi, zi). 

34. D'apres cette proposition generale qui repose seulement sur des considerations 
d'algebre lineaire, si Xk — X^iLi ^kii^i, . . . , x'n) k ~ 1, . . . , to sont to transforma- 
tions infinitesimales independantes d'un groupe fini continu quelconque a to parametres, 
et si q designe le rang generique de la matrice ('?fci(a;)) j^^^^'^ formee de leurs coeffi- 
cients, alors localement au voisinage d'un point en position generale et apres renumero- 
tation eventuelle des Xk '■ 

• les q premieres transformations infinitesimales Xi, . . . , Xq ne sont liees par au- 
cune relation de la forme : 

Xl{xi,...,Xn) ■ Xi-\ h Xq{xi, ■ ■ ■,Xn) ■ Xq = ; 

• les TO — g transformations infinitesimales restantes Xqj^i, . . . , Xm s'expriment 
comme combinaisons lineaires a coefficients fonctionnels de Xi, . . . , Xq : 

Xq+j = J2k=l Vjk{xi, . . . ,Xn) ' Xf^ {j = l---m-q) ] 

• la sous-algebre de Lie constituee des transformations infinitesimales qui s'an- 
nulent en un point fixe {xf, . . . , a:° ) est precisement de dimension m — q et elle 
est engendree par les to — g transformations explicites ; 

Xq+j -ELiV'jfe(a;?.---,a;°) ■ Xk = i-m-g). 

Appliquee ici avec n ^ 3, m = 6 et q ^ 3, cette proposition donne les jti — g = 3 
transformations infinitesimales X^+k—J^Kjo '^'^i (^i' Uii ^i) Xj, k = 1,2,3 indepen- 
dantes s'annulant au point {xi ,yi, zi) et dont la matrice 3x3 des coefficients possede un 
rang generique egal a 2. Cette propriete se transmet done a tout systeme Yi,Y2, de trois 
transformations infinitesimales independantes du groupe qui s'annulent en {xi,yi, zi) : 
c'est la Proposition 2. 
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trois transformations infinitesimales quelconques du groupe qui laissent 
invariant un point en position generale. Alors, relativement au groupe : 
Xif . . . XqJ , deux points possedent toujours un et un seul invariant 
lorsque, et seulement lorsque, le determinant : 



(21) 



Oil Pi 7i 

^2 ^2 72 
"3 /^S 73 



s'annule identiquement, sans que tous ses sous-determinants d'ordre deux 
s 'annulent^ 

En utilisant le critere qui est contenu dans cette proposition, nous pou- 
vons maintenant deduire encore une autre propriete importante des groupes 
recherches ; toutefois, cette propriete n'est possedee que par ceux de ces 
groupes qui sont imprimitifs. 

Etant donne un groupe imprimitif a six parametres ayant la consti- 
tution demandee, il peut done arriver que ce groupe laisse invariante une 
famille de oo^ surfaces : u{x, y, z) = const. Si ce cas se produit, nous pou- 
vons toujours nous imaginer que les variables x, y, z sont choisies de telle 
sorte que la famille de surfaces invariantes est representeepar I'equation : 
X = const. ; le groupe en question est ensuite de la formeu : 

Xkf = ik{x)p + rik{x,y,z)q + C,k{x,y,z)r (fc = i-6), 

oil .. .^6 ne s'annulent de toute fa§on pas tous, parce que sinon, le 
groupe serait intransitiflB. 

En principe [an und fiir sich], trois cas seulement sont a priori ima- 
ginables : en effet, d'apres0 le Theoreme 1, p. 6, le groupe : Xif . . . X^f 
peut transformer les surfaces : x = const, de une, deux ou trois manieres 
differentes [dreigliedng transformiren] ; nous allons cependant demontrer 
ici que seul le troisieme cas se produit. 



35. Intuitivement, le sous-groupe a trois parametres 1^1,1^2,^3 qui fixe un point 
donne deplace encore transitivement tous les autres points sur la pseudosphere a la- 
quelle ils appartiennent. Ces pseudospheres representent done les seules families de sous- 
varietes invariantes par Faction du sous-groupe Yi , I2, Y3, et par consequent, puisqu'elles 
sont de codimension 1, d'apres une propriete generale, le rang generique de la matrice 
3x3 des coefficients de Yi , I2 , Y3 doit etre egal a 3 — 1 =2. 

36. Le groupe stabilise les hyperplans {x ~ const.} si et seulement si le coefficient 
^fe de p dans chaque Xk ne depend que de x. 

37. Si tous les Cfc(x) etaient identiquement nuls, la direction p manquerait. 

38. Ce theoreme, le premier du Tome III, enonce que tout groupe de transformations 
continu fini de la droite des x est de dimension ^ 3, et est equivalent soit a dx (groupe 
des translations), soit a dx, x dx (groupe affine), soit a dx, x dx, x^ dx (groupe projectif). 
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Si les surfaces : x = const, se transformaient seulement d'une ma- 
niere, on pourrait, d'apres le theoreme cite a 1' instant choisir la variable x 
de telle maniere que chaque ^k{x) p prenne la forme : a^p. Si Ton avait 
maintenant par exemple ai 7^ 0, on pourrait introduire comme nouveau y 
et nouveau z les deux solutions independantes de I'equationE^ : Xif = 0, 
et rapporter par cette operation le groupe a la forme : 

Xif = p, Xkf = r]k{x, y,z)q + Cfc(a;, y, z) r 

(fc = 2---6). 

Mais alors I'invariant des deux points : x,y, z et xi,yi, z\ serait necessai- 
rement de la forme : x — x\, done les pseudospheres de centre X\,y\, Z\ 
seraient representees par : x — X\ = const., ou plus simplement par : 
X = const., c'est-a-dire qu'il y aurait en general seulement 00^ pseudo- 
spheres distinctes, ce qui est exclu d'apres ce qui precede. 

Si d' autre part les surfaces : x = const, se transformaient de deux 
manieres differentes, nous pourrions, d'apres le Theoreme 1, p. 6, par un 
choix approprie de x, rapporter le groupe : Xif . . . XqJ a la forme : 

Xif = p + rii{x,y,z)q + Ci{x,y,z)r 
X2,f = xp + r]2{x, y,z)q + (2(3;, y, z) r 
Xkf = r]k{x,y,z)q + Ck{x,y,z)r 

(fc = 3---6), 

et par consequent, un point Xi,yi, Z\ fixe en position generale admettrait 
trois transformations infinitesimales de la forme0 : 

^1/ = (x - xi) |> + g + Ci 

^2! = ^2 9 + C2 

39. Le changement de coordonnees est alors de la forme : 

x = x, y = y{x,y,z), z = z{x,y,z), 
et il induit la transformations suivante sur les transformations infinitesimales basiques : 

P = P + yxQ + Vx^, q = VyQ + Zyf, r = y^q + z^r, 

ce qui ne change rien au fait que les autres transformations infinitesimales X2 , ■ ■ ■ , Xq 
n'incorporentpas p : les nouvelles transformations X2, ■ ■ . , Xq n'incorporentpas p. 

40. La transformation Yi := X2 — XiXi s'annule au point pi. Les quatre transfor- 
mations restantes X^, X4, X5, Xq n'incorporant que q et r, il existe deux combinaisons 
lineaires independantes a coefficients constants Y2 et Y3 qui s'annulent aussi en pi. 
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et le determinant correspondant : 

X -xi rj^ Ci 
V2 C2 
% C3 

devrait, d'apres la Proposition 2, s'annuler identiquement. Mais alors les 
deux transformations infinitesimales et Kj/ seraient liees par une iden- 
tite de la forme : 

Fa/ = uj{x, y, z) ¥2/ 

et possederaient par suite des courbes integrales en commun, ce qui est 
exclu d'apres la Proposition 1. 

Ainsi, on a demontre que les surfaces invariantes x = const, doivent 
etre transformees par Taction d'un groupe a trois parametres : 

Proposition 3. Si, relativement a un groupe a six parametres de R^, 
deux points possedent un et un seul invariant, tandis que s > 2 points n 'ont 
pas d' invariant essentiel, alors le groupe transforme de trois manieres dif- 
ferentes chaque famille de 00^ surfaces qu'il laisse eventuellement inva- 
riantes. 

Nous allons maintenant determiner tous les groupes transitifs a six 
parametres de R3 qui possedent certaines proprietes enoncees dans les Pro- 
positions 1 et 3, done pour nous exprimer de maniere plus precise : nous 
cherchons maintenant tous les groupes transitifs : Xif . . . Xq/ de a six 
parametres tels que : 

premierement deux points ont un et un seul invariant ; tels que deuxie- 
mement deux transformations infinitesimales independantes n'ont jamais 
les memes courbes integrales et tels que troisiemement chaque famille in- 
variante eventuelle de 00^ surfaces est transformee de trois manieres diffe- 
rentes. 

Afin de resoudre completement le probleme pose auparavant, p. 11601 
nous devrons encore decider au final, quant a chacun des groupes qui se 
presentera, si s > 2 points ont un invariant essentiel ou non, car alors, 
seuls les groupes pour lesquels s > 2 points n'ont pas d'invariant essentiel 
seront interessants pour nous. La decision a ce sujet sera essentiellement 
facilitee par la proposition suivante. 

Proposition 4. Si, relativement a un groupe transitif a six para- 
metres : Xif . . . X^f de R3, deux points x, y, z et xi,yi, z\ possedent un 
et un seul invariant : y, z\ xi,yi, zi), alors s > 2 points n'ont au- 
cun invariant essentiel si et seulement si : premierement, au minimum 00^ 
pseudospheres differentes appartiennent au groupe ; et deuxiemement, il 



(x — Xi) 



V2 C2 

V3 Cs 
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n'existe pas defamille de oo^ courbes qui sont invariantes^par le groupe 
et au moyen desquelles sont produites toutes les pseudospheres existantes. 

On se convainc sans difficulte de la justesse de cette proposition. En 
effet, la Proposition 1 p. 11691 montre immediatement que dans la Propo- 
sition 4, les conditions indiquees sont necessaires ; qu'elles soient aussi 
suffisantes, on peut s'en rendre compte comme suit. 

Comme deux points doivent posseder un et un seul invariant essentiel 
et comme il doit y avoir au minimum oo^ pseudospheres differentes, il est 
clair que deux pseudospheres, dont les centres : Xi, et X2,y2, sont 
mutuellement en position generale, n'ont en general qu'une seule courbe 
en commun, et done que les deux fonctions : 

j{xx,yx,Zx\ X3,y3,Z3), j{x2,y2,Z2; X3,?/3,Z3), 

que nous voulons ecrire en abrege Ji 3 et J2,3, sont independantes I'une de 
r autre relativement a X3,y3, Z3. De la il suit manifestement que les trois 
fonctions : Ji,2, ^1,3, ^2,3 sont des solutions independantes des equations : 

+ + = (fc = i...6); 

mais comme, sous les hypotheses posees, ces equations sont tres certaine- 
ment resolubles par rapport a six des neuf quotients differentiels pu, Qu, 
{v = 1, 2, 3), en consequence de quoi elles n'ont que trois solutions com- 
munes independantes, on a done demontre que, sous les hypotheses posees, 
tous les invariants de trois points se laissent exprimer au moyen des inva- 
riants des paires de points, et done que trois points n'ont pas d'invariant 
essentiel. 

Par ailleurs, si trois pseudospheres dont les centres : x^.y^, Zy {v = 
1, 2, 3) sont mutuellement en position generale ne s' inter sectaient pas tou- 
jours en un seul point, mais possedaient toujours une courbe entiere en 
commun, alors les pseudospheres centrees en deux points quelconques 
parmi ces points determineraient une famille de 00^ courbes qui serait 
constituee de telle sorte que sur chaque pseudosphere seraient disposees 
00^ courbes de la famille ; et maintenant, comme cette famille de courbes 
serait evidemment independante de la position de ces trois points-la, elle 
resterait egalement invariante par le groupe : Xi f . . . X^f, puisque la fa- 
mille de toutes les pseudospheres est elle-meme invariante (cf. p. 11651) . 
alors que dans notre proposition, I'existence d'une telle famille de courbes 
invariantes est cependant expressement exclue. Ainsi, on a demontre que 

41. Dans la Proposition 1, les families de 00^ courbes exclues n'etaient pas force- 
ment invariantes par Taction du groupe. Mais les deux enonces sont en fait equivalents, 
parce que les pseudospheres elles-memes et les families de leurs courbes d' intersection 
deux a deux sont evidemment invariantes par le groupe. 
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trois pseudospheres ayant trois centres distincts n'ont en general qu'un 
seul point en commun. Si Ton entend maintenant par x^.y^, un qua- 
trieme point quelconque en position generale, les trois fonctions : Ji 4, J2,4, 
J3 4 seront tres certainement independantes I'une de I'autre relativement a 
X4, 2/4, Z4. Si de surcroit, on tient compte du fait que quatre points ont preci- 
sement six invariants independants relativement au groupe : Xif . . . XqJ, 
et aussi du fait que : Ji 2, Ji,3, ^2,3, </i,4, -^2,4, -^3,4 constituent deja six inva- 
riants tels, on obtient que, sous les hypotheses posees, quatre points n'ont 
pas non plus d'invariant essentiel. Enfin, il est desormais tout aussi im- 
mediatement clair que s > 4 points sont depourvus d'invariant essentiel ; 
notre proposition est done completement demontree. 

Maintenant, nous allons tout d'abord determiner tous les groupes pri- 
mitifs qui possedent les proprietes enoncees p. ll74l et ensuite, nous deter- 
minerons ceux qui sont imprimitifs. 

§86. 

Groupes primitifs parmi les groupes recherches. 

Parmi les groupes primitifs a six parametres de R3, il n'y a apres 
tout que deux types[j (voir Theoreme 9, p. 139), lesquels sont representes 
premierement par le groupe : 

(22) p, q, r, xq — yp, yr — zq, zp — xr 



des mouvements euclidiens, et deuxiemement par le groupe projectif a six 
parametres : 



(23) 



p + xU, q + yU, r + zU 
xq — yp, yr — zq, zp — xr 



de la surface du second degre : x"^ + y^ + z"^ + 1 = 0, oil, comme a I'ac- 
coutumee, on ecrit U pour xp + yq + zr. 

Comme on le salt, relativement au groupe (22), deux points possedent 
un et un seul invariant, a savoir notre distance au sens usuel : 

(Xi - X2Y + (yi - 2/2)^ + {Zl - Z2f. 

II en va de meme pour le groupe (23), et pour preciser, 1' invariant en ques- 
tion : 

(3:1-3:2)^+ {yi-y2Y+{zi- Z2Y+[xiy2-yiX2Y+ [yiZ2- Ziy2]'^+ {zyX2-XxZ'^ 

{l + xiX2+yiy2 + ziZ2}^ 



1 . La reference concerne le Theoreme 9 du Volume III qui classifie tous les groupes 
continus finis de transformations holomorphes locaux sur un espace a trois dimensions qui 
sont primitifs. 
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constitue, comme on le sait, le birapport entre xi,yi, zi; X2,y2, ^2 et les 
deux points que la droite de liaison [Verbindungslinie] entre Xi,yi, zi et 
2^2, ?/2i -22 decoupent sur la surface invariante du second degre. 

En outre, il est deja connu depuis longtemps que pour ces deux 
groupes, les invariants de plusieurs points quelconques peuvent s'exprimer 
au moyen des invariants des paires de points, et done que s > 2 points n'ont 
pas d'invariant essentiel ; si on ne connaissait pas encore cette propriete, on 
pourrait la conclure immediatement de la Proposition 4, p. 11741 puisque, 
premierement : pour chacun de ces deux groupes, deux points possedent 
un et un seul invariant et deuxiemement : etant primitifs, ces deux groupes 
ne laissent invariante absolument aucune famille de 00^ courbes. 

Le cas des groupes primitifs est ainsi acheve ; nous voulons seule- 
ment mentionner encore que pour chacun des deux groupes trouves, une 
equation du second degre : 

an dx^ + ^22 dy^ + 033 dz^ + 2ai2 dxdy + 2a23 dydz + 2^31 dzdx, 

dont le determinant ne s'annule pas identiquement, reste invariante, et que 
les 00^ directions passant par un point fixe en position generale sont trans- 
formees par une action a trois parametresB 

§87. 

Groupes imprimitifs parmi les groupes recherches. 

Tous les groupes concemes sont transitifs a six parametres. Mainte- 
nant, si Ton fixe un point en position generale par rapport a Taction d'un 
groupe transitif a six parametres, la variete a deux dimensions des 00^ ele- 
ments lineaires passant par ce point sera transformee par un groupe projec- 
tif qui comporte au plus trois parametres. Par ailleurs, nous savons d'apres 
I'enumeration de tous les groupes projectifs du plan (p. 106 sq.) que chaque 
groupe projectif du plan qui ne comporte pas plus de trois parametres, soit 
laisse un point invariant, soit se compose des oo'^ transformations projec- 
tives qui laissent invariante une quadrique non degeneree. Nous pouvons 
conclure de la que pour les groupes transitifs de a six parametres, seule- 
ment deux cas peuvent se produire : ou bien, apres fixation d'un point en 
position generale, il existe un element lineaire traversant ce point qui reste 
en meme temps fixe, ou bien il existe une quadrique non degeneree qui est 



2. Pour chacun des deux groupes (22) et (23), Forigine est un point de posi- 
tion generale, puisqu'ils sont tous deux transitifs. Les trois transformations infinitesimales 
xq—yp, yr — zq et zp—xr qu'ils possedent en commun s'annulent en et elles engendrent 
le groupe complet des rotations (complexes ou reelles) autour de 0, qui est evidemment 
transitif sur le plan projectif des 00^ elements lineaires passant par 0. 
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invariante et les oo^ elements lineaires traversant ce point se transforment 
de trois manieres differentes. 

Ce dernier cas ne pent pas se produire ici, parce que les groupes a 
six parametres en question seraient alors primitifs| (c/p. 123 sq.), et par 
consequent, chaque groupe possedant la constitution ici exigee doit laisser 
invariant un systeme simultane : 

dx dy dz 

a{x,y,z) /3{x,y,z) i{x,y,z) 

ou, ce qui revient au meme, une famille de oo^ courbes : 

(/?(x, y, z) = const., y, z) = const. 

Si nous choisissons alors les coordonnees x, y, z de telle sorte que la fa- 
mille invariante de courbes re9oive la forme : x = const., y = const., alors 
tous les groupes recherches sont de la forme : 

Xkf = ^k{x,y)p + r]k{x,y)q + Ck{x,y,z)r 

(fc = l-6). 

D'apres le Tome 1, p. 307, Proposition 4, les six transformations infi- 
nitesimales reduites : 

Xkf = ^kix,y)p + r]k{x,y)q (fc = i-6) 

produisent un groupe dans I'espace des deux variables x, y qui est 
isomorphe-holoedrique, ou isomorphe-meroedrique0 Xif . . ■ XqJ. Nous 
voulons tout d'abord considerer ce groupe reduit. 

Si le groupe reduit comportait moins de cinq parametres, le groupe 
Xif...XQf comprendrait deux transformations infinitesimales de la 
forme : 

uji{x,y,z)r, U2{x,y,z)r, 



3. Deja etudies et traites il y a un instant au § 86. 

4. Un espace vectoriel F de transformations infinitesimales est dit isomorphe- 
holoedrique [holoedrisch isomorph] a un autre espace vectoriel E de transformations 
infinitesimales lorsqu'il existe une application lineaire respectant les crochets (et na- 
turelle en un certain sens) bijective de E dans F. Si 1' application (naturelle) de E 
dans F est seulement surjective, mais pas bijective, F est dit isomorphe-meroedrique 
[meroedrisch isomorph] a E, ou isomorphe [isomorph] (tout court) a E. Ici, F application 
naturelle de « projection » qui, a chaque transformation infinitesimale Xk, associe sa re- 
duite Xk respecte les crochets, car [Xj, Xk] — '^jki decoule en effet de de 
[Xj, Xk] = ^jki (avec les memes constantes de structure), mais elle n'est pas 
forcement injective. 
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done il eomprendrait deux transformations infinitesimales ayant les memes 
courbes integrales, ce qui, d'apres la Proposition 1, p. |169[ n'est pas pos- 
sible, et par consequent, le groupe reduit : Xif . . . XqJ doit comporter 
soit cinq, soit six parametres. Ainsi, il faut seulement se demander encore 
quelles sont les formes differentes que le groupe reduit pent prendre. 

Si le groupe : Xi f . . . Xq/ dans I'espace des deux variables x, y est 
primitif, alors, par un choix approprie de x et de y, il peut toujours, d'apres 
la page 71 recevoir I'une des deux formes0 : 

( p, q, xq, xp - yq, yp, xp + yq 
(24) <^ 

[p, q, xq, xp-yq, yp. 



D'un autre cote, si le groupe : Xif . . . X^f est imprimitif, il laisse alors 
invariante, lorsqu'on I'interprete comme groupe du plan x, y, au moins une 
famille de oo^ courbes : ip{x, y) = const., mais ensuite alors, dans I'espace 
des X, y, z, I'equation ip{x, y) = const, represente evidemment une famille 
de oo^ surfaces qui reste invariante^ par le groupe : Xif . . . X^f. Mainte- 
nant, comme d'apres la Proposition 3, p. ll74l le groupe : Xif . . . X^f doit 
transformer de trois manieres differentes [dreigliedng transformiren] toute 
famille de oo^ surfaces qu'il laisse invariante, il s'ensuit que le groupe re- 
duit : Xif . . . Xgf, interprete comme groupe du plan des x, y, transforme 
de trois manieres differentes toute famille de oo^ courbes qu'il laisse in- 
variante. Mais parmi les groupes imprimitifs du plan a cinq ou a six pa- 
rametres, il n'y en a proportionnellement qu'un petit nombre qui satisfont 
a cette exigence, comme le montre le Tableau p. 71 sq.H et pour preciser, 
par un choix approprie de x et de y, ceux qui ont six parametres peuvent 



5. La reference concerne le Theoreme 6 du Volume III qui classifie tous les groupes 
continus finis de transformations holomorphes locaux sur un espace a deux dimensions. 
Le premier est le groupe affine ; le second est le groupe special affine. 

6. Analytiquement, les surfaces (p{x,y) = const, sont invariantes par le groupe 
Xk, k = 1, . . . , 6 si et seulement si Xk{ip) s'exprime comme une certaine fonction uJk{(p) 
de la mime fonction ip, pour tout fc = 1, . . . , 6. Puisque (p est independant de z, il est alors 
evident qu'on a de meme Xk{(p) = Xk{^) = uJk{p), fc = 1, . . . , 6. Geometriquement, la 
famille des surfaces reglees formees au-dessus des courbes (p{x, y) = const, par ajout en 
chaque point d'une droite parallele a I'axe des z reste invariante par les Xk, puisqu'ils se 
deduisent des Xk par simple ajout d'une transformation C, dz parallele a I'axe des z. 

7. A nouveau, il s'agit du Theoreme 6. 
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etre rapportes a I'une des trois formes : 

{q, xq, yq, p, xp, x^p + xyq 
q, xq, x^q, p, xp + yq, x^p + 2xyp 
q, yq, y'^q, p, xp, x^p, 

et ceux qui ont cinq parametres a la forme : 

(26) q, xq, p, 2xp + yq, x'^p + xyq. 

Ainsi, nous avons trouve toutes les formes possibles du groupe re- 
duit : Xif . . .Xq/ et nous avons seulement a determiner encore, pour 
chacun de ces groupes reduits, quels sont les groupes a six parametres : 
Xi f . . . Xq/ en les trois variables x, y, z qui produisent de tels groupes 
reduits. Avec cela, nous devrons naturellement tenir compte du fait que 
le groupe : Xif . . . Xq/ ne doit pas comporter deux transformations in- 
finitesimales ayant les memes courbes integrales. Quand nous aurons de- 
termine les differentes formes du groupe : Xi f ... Xq/ qui satisfait cette 
derniere condition, nous devrons finalement examiner encore, pour chacun 
des groupes trouves, si deux points possedent un invariant, et si s > 2 
points n'ont aucun invariant essentiel. 

Nous supposerons en premier lieu que le groupe reduit : Xjf . . . X^f 
a six@ parametres, et ensuite, nous supposerons qu'il en a cinqU 

A) Determination de tous les groupes 
dont le groupe reduit possede six parametres 

Comme nous venons de le voir, si le groupe reduit : Xif . . . Xefa 
six parametres, il peut etre rapporte a I'une des quatre formes suivanteso : 

(I) p, q, xq, xp + yq, xp - yq, yp 
(II) p, q, xq, xp + yq, xp — yq, x'^p + xyp 

(III) p, q, xq, xp + yq, x^q, x^p + 2xyq 

(IV) p, q, xp, yq, x^p, y'^q. 

Nous devons done examiner ces quatre cas I'un apres 1' autre. 

8. II s'agit des quatre groupes reduits (24)i et (25)i, (25)2, (25)3. 

9. II s'agit des deux groupes reduits (24)2 et (26). 

10. Pour etudier le groupe (II), qui correspond exactement a (25)i, on remplace les 
deux generateurs infinitesimaux xp et yq par xp — yq et xp + yq. Ces quatre genera- 
teurs du groupe reduit Xi, . . . , X^, lorsqu'il possede six parametres, sont reecrits dans 
un autre ordre, adaptes a I'avance aux calculs de reduction et de normalisation du groupe 
Xi , . . . , Xq qui vont suivre. 
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Premier cas 

En premier lieu, nous recherchons tous les groupes a six para- 
metres dans I'espace des x,y,z qui satisfont nos exigences formulees a 
la page II 741 et dont les groupes reduits sont de la forme (I). Chacun de ces 
groupes est de la forme : 



(27) 



p + tpir, q + ip2r, xq + (p^r, xp + yq + Lp^r 
xp-yq + ip^r, yp + tp^r, 



ou Ton entend par pi . . .pQ des fonctions de x, y, z. Ainsi, nous devons 
maintenant determiner les fonctions pi . . . p^ la maniere la plus gene- 
rale possible pour que les transformations infinitesimales (27) constituent 
un groupe a six parametres qui satisfont nos exigences formulees page ll74l 
et nous pouvons encore choisir la variable z d'une maniere telle que la 
forme des fonctions pi . . .p^ soit la plus simple possible. 

On peut supposer depuis le debut qu'a la place de z, on a introduit 
une solution de 1' equation differentielle : 

- + ^,(x,,,.)- = 

qui n'est pas independante de z ; grace a ce choix, la transformation infini- 
tesimale p + pir prend la forme simple : p, tandis que la forme des autres 
transformations n'est pas essentiellement modifieeLJ. Nous pouvons done 
supposer desormais que pi est simplement nul. 
A present, il s'ensuit0 : 

[p, q + p2r\ = r. 

Mais comme notre groupe ne renferme pas de transformation infinitesi- 
male de la formed! : il){x^ y, z) r, le coefficient ^ en facteur devant r doit 
s'annuler identiquement, c'est-a-dire que p2 doit etre libre de x. Si de plus 
nous introduisons : zi = uj{y, z) comme nouvelle variable, p conserve sa 



11. En fait, tout changement de coordonnees locales de la forme x = x, y = y et 
2 = y, z) oil la fonction z, quelconque, est seulement supposee satisfaire la condi- 
tion 2^ 7^ assurant qu'il s'agit d'un diffeomorphisme local, a la propriete de laisser 
inchanges les parties en p et en g de chacune des six transformations infinitesimales du 
groupe. Par exemple, xp + yq + ipiV se transforme en + + ((^42^ + x'z^ + y'Zy)r. 
Ce phenomene est bien sur general et sera utilise dans d' autres contextes. 

12. La plupart du temps, le « crochet » n'est pas nomme par Engel et Lie et il est 
toujours note au moyen de parentheses. 

13. — puisque le groupe reduit Xi,..., Xq est de dimension six, ou parce qu'on 
s'en convainc aisement par un examen des six generateurs (27) — 
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forme0 tandis que la seconde transformation infinitesimale devient : 

, , fdu du\ 

q + ^2{y, z)r = q+\^— + ^2-Q^)-ri. 

Si nous choisissons uj de telle sorte que I'equation : Uy + ip2U!z = est 
satisfaite, alors les deux premieres transformations infinitesimales de notre 
groupe re9oivent la forme : 

p, q. 

Afin de determiner Lf^, calculous les crochets : 



dx 



[p, xq + ip^r] = q + 
[g, xq + ip'ir\ = r, 

qui montrent que (fs depend seulement de z ; mais par ailleurs, cp^ ne peut 
pas non plus s'annuler, parce que sinon, notre groupe comprendrait deux 
transformations infinitesimales : q et xq, dont les courbes integrales coin- 
cident, or ce cas est exclu, d'apres la page 1 1741 Nous pouvons done intro- 
duire comme nouvelle coordonnee z une fonction de z qui rend ips = l,et 
comme cela n'a pas d' influence sur p et sur q, il en decoule que les trois pre- 
mieres transformations infinitesimales de notre groupe se presentent main- 
tenant sous la forme : 

p, q, xq + r. 

En calculant les crochets de : xp + yq + cp^r avec p et q, on verifie, exac- 
tement comme pour p^,Que p,^ depend seulement de z ; mais comme par 
ailleurs on obtient aussi[l^ : 

\xq + r, xp^yq^ ¥'4(^) 'r\ = V^K-^) r, 



14. — tandis que les quatre transformations infinitesimales restantes conservent 
elles aussi essentiellement leur forme — 

15. 11 sera maintenant frequemment sous-entendu que les crochets [Xj, Xk] calcu- 
les par la suite doivent, d'apres I'hypothese que Xi, . . . , Xq forment une algebre de Lie, 
s'exprimer comme certaines combinaisons lineaires XiXi + • • • + XqXq a coefficients 
constants de Xi, . . . , Xf, eux-memes. Dans la plupart des cas, en inspectant la partie en p 
et en q de chaque Xk, on voit d'un seul coup d'oeil les seuls constantes possibles qui 
peuvent apparaitre, sans avoir a resoudre un systeme lineaire. Une fois que ces constantes 
sont determinees, on en deduit une condition interessante sur les fonctions inconnues 
(/?!,..., tpQ. Par exemple, lorsque le crochet calcule est de la forme ij] r, necessairement 
toutes les constantes sont nulles, done t/i = 0, et cela donne une equation differentielle 
sur les inconnues (p^ - Engel et Lie organisent les calculs de telle sorte que la determination 
et la normalisation de ces fonction s'effectuent de maniere progressive et graduelle. 
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il s'ensuit que if'^iz) = 0, d'ou ipA{z) = c, de telle sorte que nous obtenons 
la transformation infinitesimale : 

xp + yq + cr. 

Exactement comme pour (ps et ip^, on verifie aussi que (p^ ne depend 
que de 2; ; de plus, nous obtenons : 

[xq + r, xp — yq + (p^^z) r] = —2xq + (p'^^z) r, 

et donc0 : ip'^{z) = —2, c'est-a-dire : ip^iz) = —2z + const. Mais en 
introduisant une nouvelle coordonnee z, on pent annuler la constante d' in- 
tegration, sans modifier la forme des precedentes0 transformations infini- 
tesimales. Ensuite, en calculant le crochet : 

\xp + yq + cr, xp — yq — 2zr'j = — 2cr 

on obtient que la constante c doit aussi s'annuler. 

Finalement, pour determiner encore (p^ — qui ne depend naturelle- 
ment que de z — , formons les crochets : 

[xq + r, yp + (peiz) r] = xp - yq + (p'q{z) r 

[xp -yq- 2zr, yp + (pe{z) r] = -2yp - 2{zip'^{z) - y^el^^)} 

d'oia il decoule : 

V'U^) = -22, z (^q(z) = 2 ip^{z) = -2z'^. 

Par consequent, nous trouvons que les transformations infinitesimales de 
notre groupe peuvent recevoir la forme simple : 



(28) 



p, q, xq + r, yq + zr, xp — zr 



yp — z^r. 



Accessoirement, on peut remarquer que ce groupe apparait aussi par pro- 
longement[3 [durch Hinzunahme] (cf.p. 165) du groupe lineaire general du 
plan : 

P, q, xq, yq, xp, yp 



16. Ce crochet doit etre combinaison lineaire des six transformations infinitesi- 
males (27), dont les quatre premieres : p, q, xq + r et xp + yq + cr ont deja ete nor- 
malisees. Puisque le membre de droite du crochet calcule contient seulement le terme 
—2xq en p et en q, la combinaison lineaire en question ne peut etre que : —2 {xq + r), 
d'oii (p'cj{z) r — —2 r. 

17. Les quatre premieres transformations infinitesimales deja normalisees sont de 
la forme £,p + (q, sans terme en ^ r, et elles restent invariables par tout changement de 
coordonnees de la forme x = x,y = y,'z = y, z). 

18. Un diffeomorphisme local (x, y) 1-^ {x, y) ~ {x{x, y), y{x, y)) du plan qui est 
proche de I'identite transforme un graphe {y — y{x)} en un autre graphe {y = y{x)^ et 
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au moyen du quotient differentiel : 

— = z 
dx 

II reste maintenant encore a examiner si notre groupe (28) satisfait 
aux exigences de la page 1 1601 done avant tout si deux points de I'espace 
des z du groupe ont un et un seul invariant relativement au groupe. 

Notre groupe renferme trois transformations infinitesimales qui sont 
d'ordre zero par rapport a x,y, z et dont on ne peut tirer, par combinai- 
son lineaire, aucune transformation d'ordre un, ou d'un ordre plus eleve, a 
savoir : 

p, q, xq + r. 

Nous en deduisons que I'origine des coordonnees : x = y = z = est un 
point en position generale0- Ce point reste au repos par les trois transfor- 
mations infinitesimales : 

yp — z'^r, xp — yq — 2zr, xp + yq 

de notre groupe. Par consequent, d'apres la Proposition 2, p. I171[ I'exis- 
tence d'un invariant pour les paires de points depend seulement du fait que 
le determinant : 

y 



X —y —2z 
X y 



2y z — 2xyz^ 



transforme aussi les derivees yx du graphe en : 



_ _ dy_ _ dx - dy{x, y{x))/dx _ + yxUy 



dx dx ■ dx{x,y{x)) / dx Xx + yxXy 
En appliquant cette formule au groupe local a un parametre : 

(x, y) I — > exp{tX){x, y) =: {x{x, y, t), y{x, y, t)) 

engendre par une transformation infinitesimale quelconque X = ^{x,y)p + ({x, y) q, et 
en la differentiant par rapport a t en i = 0, on obtient par le calcul ( 111231 [Til 11241 HOSl ) : 

Autrement dit, si Ton introduit le prolongement X'-^'> de X aux jets d'ordre 1 qui est la 
transformation infinitesimale en les trois variables (a;, y, yx) definie par : 

:= a^,y) ^ +77(x,y) + {v. + [Vy - ^.]y. + he.Ky.)') gf^, 

alors on reobtient : 

exp {tX^^^){x,y,yx) = {x{x,y,t), y{x,y,t), yx{x,y,yx,t)) 

Les six transformations infinitesimales (28) sont done bien des prolongements, a I'espace 
(x, y, z = yx) des jets d'ordre 1, des six transformations p, q, xq, yq, xp et yp. 

19. Des que le groupe est (localement) transifif, les sous-algebres d'isotropie de tout 
points sont isomorphes deux a deux et tout point est en position generate. 
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s'annule, ou ne s'annule pas, identiquement. Mais comme ce determinant 
ne s'annule pas identiquement, deux points de n'ont surement aucun 
invariant relativement au groupe (28). Ainsi, le groupe (28) ne fait pas 
partie des groupes que nous recherchons [ist also fiir uns unbrauchbar]. 



Deuxieme cas 

Le groupe reduit : Xif . . . X^f a maintenant la forme (II) explicitee 
page 11801 par suite de quoi le groupe : Xif . . . X^f est de la forme : 



(29) 



p + ifir, q + v?2r, xq + ipsr, xp + yq + (p^r 
xp — yq + ip^r, x^p + xyq + Lp^r, 



ou v?i . . . (/?6 sont des fonctions de x, y, z. 

Les calculs effectues pour le premier cas montrent directement que 
les cinq premieres transformations infinitesimales (29) peuvent etre mises 
sous la forme : 

p, q, xq + r, xp + yq, xp ~ yq — 2zr. 
D'un autre cote, comme les crochets : 

r 2 1 dipe 

\p, X p + xyq + if^r^ = 2xp + yq + — — r 



r 2 , ,1 dtpe 
[q, X p + xyq + (p^r^ = xq + 



dx 

r 



dy 

r , 2 , , 1 2 , , ( dife difGi 

xp + yq, X p + xyq + ip^r \ = x p + xyq + < x — h y — — > 

'- I ox oy ) 



donnent immediatement^ : 



dx dy 

dipfi dipe 
X ^— + y ^— = 'Pq = y - xz, 
ox oy 

nous obtenons les six transformations infinitesimales : 

p, q, xq + r, xp + yq, xp — yq — 2zr 
x^p + xyq + (y — zx) r. 



(30) 



20. Rappelons que les membres de droite de ces trois crochets doivent etre combinai- 
sons lineaires a coefficients constants des six transformations infinitesimales (29) — dont 
les cinq premieres sont deja normalisees — , 
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Celles-ci constituent manifestement un groupe a six parametresEH qui pro- 
vient aussi par extension [durch Erweiterung] du groupe projectif a six 
parametres du plan : 

p, q, xq, xp + yq, xp — yq, x'^p + xyq, 

de la meme maniere que le groupe (28) provient par extension du groupe 
lineaire general du plan. 

Cependant, le groupe (30) ne fait pas non plus partie des groupes que 
nous recherchons. En effet, I'origine : x = y = z = qui est a nouveau 
un point en position generale, reste invariante par les trois transformations 
infinitesimales : 

xp + yq, xp — yq — 2zr, x^p + xyq + {y — xz) r 

du groupe (30), mais le determinant correspondant : 

y 



X 
X 

x"^ 





-y -22; 

xy y — xz 



-2xy{y — xz) 



ne s'annule pas identiquement, done deux points de R3 n'ont a nouveau 
aucun invariant relativement au groupe (30). 



Troisieme cas 

Ici, le groupe reduit : Xif . . . X^f a la forme (III), explicitee 
page llSOl d'oii le groupe : Xi f . . . XqJ est de la forme : 




p + (fir, q + ip2r, xq + (fsr, xp + yq + (f^r 
x^q + (^sr, x^p + 2xyq + Lp^r, 



oil Ton entend par (pi . . .Lp^ des fonctions de x, z. 

Exactement comme pour le premier cas, on verifie que les quatre 
premieres transformations infinitesimales (31) peuvent etre mises sous la 
forme : 

p, g, xq + r, xp + yq + cr. 



21. En effet, on peut se convaincre sans aucun calcul de la stabilite par crochets 
grace a la propriete generale ( II123I HTl 11241 11081 ) que les crochets entre prolongements 
X^^^] = ^jki ^i^'' se comportent exactement de la meme maniere que les 

crochets [Xk, Xij = Y^^=i '^jki entre les transformations infinitesimales initiates. 
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Afin de determiner (p^, formons les crochets 



[p, x^q + p^r\ = 2xq + 

[q, x'^q + Lf^r] = 

[xq + r, x^q + ^95 r] = 

\xp + yq + cr, x^q -\- (p^r\ = x^q + |x ^ 



dx 
dy 

dy dz 
d(p5 



d(p5 , dLp5 



a partir desquels nous obtenons les equations : 



dx ' dy dz 
dip5 dp5 dip5 

X — h y -T. 1- C = V^5 = 



dy 



0, 



dz 



dx dy dz 
De la meme maniere, en calculant les crochets : 



[p, x^p + 2xyq + ^p^r]^ = 2xp + 2yq 



dpe 
dx 



[q, x^p + 2xyq + ^p&r\ = 2xq 



difQ 
dy 



[xq + r, x'^p + 2xyq + tp^r'^ 



2 , I 9ipe ^ dp6 
X q + [x 



dy dz 

[xp + yq + cr, x^p + 2xyq + (/Pgr] = x^p + 2xyq+ 

f dpQ dipe dpQ 
+ i X — h y — — h c 



dx dy dz 
nous pouvons determiner la demiere fonction inconnue (pQ comme suit 

dfe „ d(pe dipe 



dx 

d^e , 
X — h y 



2c, 

dipQ 



dy 



dz 



0, 



, ^'^e Of < \ 

+ c -TT- = P^a = 2[y + cx). 



dx dy dz 
Par consequent, notre groupe (31) re9oit la formeE^ : 



(32) 



p, q, xq + r, xp + yq + cr 
x^q + 2xr, x^p + 2xyq + 2 + cx) r 



22. Le fait que le groupe obtenu soit encadre laisse entendre a I'avance qu'il sera 
retenu dans la liste de tous les groupes qui satisfont les conditions formulees a la page ll74l 
Mais la demonstration et les examens ne sont pas termines. 
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Ici aussi : x = y = z = est un point en position generale. Ce point 
reste invariant par les trois transformations infinitesimales : 

xp + {y ~ cx) q, x^q + 2xr 

x^p + 2xyq + 2 (y + cx) r 

et le determinant correspondant : 



(33) 



(34) 



X y — cx 
x^ 2x 
x"^ 2xy 2{y + cx) 



2x^ {y + cx) — Ax^y + 2x^{y — cx) 



s'annule identiquement, sans que tous ses sous-determinants d'ordre deux 
ne s'annulent. Par consequent {voir Proposition 2, p. |171|) . deux points de 
Rs : Xi,yi, Z\ et X2, ?/2 5 ^2 possedent un et un seul invariant relativement au 
groupe (32), et pour preciser, on trouve par le calculE^ 1' expression suivante 
pour cet invariant : 

(35) 2;i + 22 - c log(x2 - xi)^ - 2 — — 

X2 — X\ 

II s'agit alors de savoir aussi quelle valeur la constante c peut prendre; 
mais comme cette constante ne peut visiblement pas etre supprimee en 
introduisant de nouvelles variables x, z, elle constitue alors un parametre 
essentiel, ce qui veut dire que le groupe (32) represente en fait oo^ types 
differents de groupes. 

Maintenant, il reste encore a determiner si le groupe (32) appartient 
reellement aux groupes que nous recherchons, done si les invariants d'un 
nombre quelconque de points peuvent s'exprimer au moyen des invariants 
de paires de points. Mais comme nous avons deja vu que deux points pos- 
sedent un et un seul invariant, et comme par ailleurs, la famille des pseu- 
dospheres (c/.p. ll65|) : 

(36) z ^ Zq — c log(x — Xo)^ — 2 — — ^ = const. 

X — Xo 

n'est pas seulement constitute de oo^, mais meme0 de oo^ surfaces dif- 
ferentes, il ne nous reste plus, d'apres la Proposition 4, p. 11741 qu'a savoir 
s'il existe une famille de oo^ courbes qui engendre la totalite des pseudo- 
spheres. 



23. Soit on forme et on resout le systeme (2) avec les six transformations infinitesi- 
males Xfe, fc = 1, . . . , 6 du groupe (32), soit on verifie directement que I'expression de 
cet invariant est annulee identiquement par x'^^^ + x'^^^ pour fc = 1, . . . , 6. 

24. 11 y a quatre parametres : z^, xq, yo et const., mais la constante absorbe zq P^r 
passage du membre de gauche au membre de droite. 
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Comme le point : x = y = z = est un point en position gene- 
rale, alors, quand il est fixe, pour chaque famille de oo^ courbes qui est 
invariante, la courbe qui passe par ce point doit demeurer au repos. Or le 
point : X = y = z = admet les trois transformations infinitesimales (33), 
qui produisent naturellement un sous-groupe a trois parametres de (32). 
En annulant alors tous les sous-determinants d'ordre deuxEl du determi- 
nant (34) relatif a ce sous-groupe, on trouve que x = y = est la seule 
courbe passant par le point : x = y = z = qui reste invariante en meme 
temps que ce point. Mais comme, par Taction du groupe (32), la courbe : 
x = y = prend toutes les oo^ positions : x = const., y = const., on a 
done etabli que : x = const., y = const, est 1' unique famille de oo^ courbes 
qui est invariante par le groupe (32). Enfin, puisque les pseudospheres (36) 
ne sont evidemment pas composees des courbes de la famille : x = const., 
y = const., il apparait que tout nombre de points superieur a deux n'a pas 
d'invariant essentiel relativement au groupe (32). 

Mentionnons encore que : x = est 1' unique surface passant par le 
point : X = y = z = qui reste invariante par le groupe (33), et que par 
consequent, mis a part la famille : x = const., il n'existe pas d' autre famille 
de oo^ surfaces qui admet le groupe (32). 



Maintenant, nous cherchons tous les groupes a six parametres de I'es- 
pace des x, y, z qui satisfont aux exigences de la page ll74l et dont le groupe 
reduit possede la forme : 



oix (fi . . .(fQ sont des fonctions de x, y, z. 

Comme dans le premier cas, on verifie que [les fonctions] (fi et 
peuvent etre supposees nuUes sans perte de generalite. En calculant le cro- 
chet de xp + ifsr avec p et avec q, on obtient que cps ne depend ni de x ni 
dey;de plus, comme v?3 ne peut evidemment pas etre nulo, nous pouvons 

25. En restriction a une courbe quelconque passant par I'origine qui est invariante 
par le sous-groupe d'isotropie fixant I'origine, le rang de I'espace vectoriel engendre par 
les trois transformations infinitesimales (33), done de la matrice (34), doit etre ^ 1. 

26. Si la constante c etait nulle, le groupe possederait les deux transformations p 
et xp dont les courbes integrales coincideraient, ce qui serait exclut par la Proposition 1 



Quatrieme cas 



(IV) p, q, xp, yq, x'^p, y'^q, 



Les transformations infinitesimales de ce groupe s'ecrivent : 




p. dsn 
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le rendre egal a 1 en introduisant une nouvelle variable z, et nous avons a 
present les trois transformations infinitesimales : 

p, g, xj) + r. 

En calculant maintenant les crochets de ces transformations simpli- 
fiees avec : yq + ip^ r, nous trouvons que v?4 ne depend pas de x,y, z, done 
est simplement une constante ; nous pouvons done poser Lp^ = c, oil ce- 
pendant la constante c ne doit pas s'annulerEl 

Afin de determiner aussi (p^, formons les crochets : 

r 2 , 1 o . ^'^s 

[p, X p + </?5 rj = 2xp ■ 



[q, x'^p + Lp^r] 
[yq + cr, x^p + tp^ r] 



dx 
dip5 

dy 



y 



dip5 ^ dip 
dy 



+ c 



dz 



x^p 



d<P5 , dip5 

X -T{ 1 — — 

dx dz 



[xp + r, x^p + ip^ r] 
Les trois premieres de ces equations montrent que : 

dx ' dy dz 
et la demiere donne alors : ip^ = 2x. 

Par un calcul completement similaire, on trouve : tpQ = 2 cy . En defi- 
nitive, nous parvenons done au groupe : 



0, 



(38) 



p, q, xp + r, yq + cr, x^p + 2xr, y^q + 2 cyr 

(c^O) 



Ici, le parametre c est manifestement essentiel et ne peut pas etre supprime. 

La presence des trois transformations infinitesimales : p, q, xp + r 
montre que I'origine des coordonnees est un point en position generale. 
Ce point reste au repos lorsqu'agissent les trois transformations infinitesi- 
males : 

(39) yq — cxp, x^p + 2xr, y'^q + 2 cyr (ct^o) 

du groupe (38). Maintenant comme le determinant correspondant : 





(40) 



X 





cx 

2 



y 



y' 



2x 
2cy 



2 cx'^y^ - 2 cx'^y^ 



27. Si la fonction (^4 etait identiquement nuUe, le groupe possederait les deux trans- 
formations q et yp dont les courbes integrales coincideraient. 
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s'annule identiquement, tandis que ses sous-determinants d'ordre deux 
ne sont pas tous nuls, nous pouvons en deduire que deux points quel- 
conques de I'espace des x,y,z ont un et un seul invariant relativement 
au groupe (38). En fait, on se persuade par un calcul aise que I'expression : 



constitue un invariant, et a vrai dire, 1' unique invariant des deux points : 
xi,yi,zi et X2,y2,Z2. 

La famille des pseudospheres de notre groupe (38) est de la forme : 



Ainsi, elle est constituee d'un nombre de surfaces qui est superieur a oo^. 
Par ailleurs, on verifie, comme dans le cas precedent, en annulant les sous- 
determinants d'ordre deux de (40), que x = y = est la seule courbe 
passant par le point : x = y = z = qui reste au repos en meme temps 
que ce point et done aussi que la famille des oo^ courbes : x = const., 
y = const, est la seule qui reste invariante par le groupe (38). Mais comme 
la pseudosphere (42) n'est manifestement pas constituee par les courbes de 
cette famille, on en deduit avec certitude, grace a la Proposition 4, p. 11741 
qu'un nombre de points superieur a deux ne possede aucun invariant es- 
sentiel relativement au groupe (38). 

On pent encore mentionner qu'en dehors des deux families de sur- 
faces : x = const, et y = const., il n'existe pas d' autre famille de oo^ 
surfaces qui soit invariante par le groupe (38). 

B) Determination de tous les groupes 
dont le groupe reduit possede cinq parametres 

En cette circonstance, d'apres les pages 11781 sq., le groupe reduit : 
Xif . . . X^f peut etre rapporte aux deux formes suivantes : 

(V) p, g, xq, xp-yq, yp 

(VI) p, q, xq, 2xp + yq, x^p + xyq. 

Par consequent, nous devons encore traiter maintenant ces deux cas. 

Cinquieme cas 

Si le groupe reduit est de la forme (V), le groupe : Xif . . . Xef peut 
etre mis sous la forme : 



(41) 



Zi + Z2- log(x2 - XiY - C ■ log(y2 - yif 



(42) 



z + zq - log(x - XoY 



c ■ \og{y - yoY = const. 



(43) 
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oil Ton entend par . . . , (/?5 des fonctions de x, y, z. 

Ce cas a deja ete completement etudie aux pages 157 sq., ou Ton 
a demontreB que le groupe (43) peut etre, par un choix approprie de la 
variable z, rapporte soit a la forme : 

r, p, g, xq, xp - yq, yp, 

soit a la forme : 

{r, p, q + xr, xp — yq, 
^12 ^12 
yp + -^y r, xq + -^x r. 

Le premier de ces groupes n'entre pas en ligne de compte, puisque q et 
xq possedent les memes courbes integrales. Le groupe (44) nous est deja 
connu, d'apres le Tome II (voir le Theoreme 66, p. 421) ; de plus, nous 

28. Par souci de completude, voici les arguments. En introduisant J ^ dz comme 
nouveau z, on remplace (p r par r et on obtient le groupe ; 

r, p + ifir, q + ip2 r, xp - yq + (/Js r, xq + (pi r, yp + (ps r. 

Le crochet avec r des cinq derniers generateurs montre que chaque ipk a la forme Lpk = 
akZ + ^k{x,y), k ^ 1, . . . ,5. Mais comme le crochet : 

[p + (aiz + ■01) r, xp-yq+ {a^z + V'4) ?'] = P + x{^^ V) 

oil X est une fonction de a; et de y qu'il est inutile de calculer precisement, ne peut qu'etre 
egal ap+ (aiz + '0i) r, on obtient que a 1 = 0, et d' une maniere analogue aussi, que 02 = 
• • • = 05 = 0. En introduisant maintenant z — J t/jidx comme nouveau z, on redresse 
la transformation infinitesimale p + ipir en p. Le crochet [p, q + ip2r] — r montre 
alors que (p2 = Cx + x(j/), et on peut annuler ensuite la fonction xiu) en introduisant 
z — J xdy comme nouveau z. Le groupe considere est ainsi reduit a la forme : 

r, p, g + Cxr, xp - yq + ip^r, xq + Tp4r, yp + ^p^r, 

oil -03, -04, -05 sont des fonctions de (x, y). Le crochet [p, xp — yq + V'3 ^ P + r 
montre que -03 = ax + T{y). D'un autre cote, on a : 

[q + Cxr, xp — yq + {ax + t) r] = —q + {t' {y) — Cx) r, 

d'oii r' [y) est constant = 6 et r(i/) = si Ton supprime la constante d'integration grace 
a la presence de la (premiere) transformation infinitesimale r. En introduisant encore 
z — ax + by comme nouveau z, on obtient simplement la transformation infinitesimale 
xp — yq, tandis que r, p et q + Cxr ne changent pas essentiellement de forme. De plus, 
on a : 

[p, xq + ilJ4,r] = q + ^r, [q + Cxr, xq + tl^^r] = ^ r, 

d'oii en faisant abstraction de la constante d'integration (superflue) : 0^4 = ^ Cx^ + ky. 
Mais le crochet : 

[xp — yq, xq + Cx^ + ky) r] = 2xq + {Cx^ — ky) r 

montre que la constante k s'annule. Enfin, on montre d'une maniere analogue que 05 = 
i Cy^. Si C = 0, on obtient le premier groupe ; si C ^ 0, en rempla9ant z par ^ z, on 
obtient le second groupe (44). 
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Savons qu'en introduisant les expressions x, ^y, z— \xy comme nouvelles 
variables a la place de x, y, z, ce groupe se transformeE^ en le groupe 
projectif suivant (loc. cit., pp. 445 sq.) : 



(45) p — yr, q + xr, r, xq, xp — yq, yp 



Ainsi, pour notre recherche, nous souhaitons considerer ce groupe fonda- 
mentalement sous cette forme projective. 

La presentation des trois transformations infinitesimales : p — yr, q + 
xr, r montre que x = y = z = est un point en position generale. 
Mais comme ce point reste au repos par Taction des trois transformations 
infinitesimales : 

(46) xq, xp — yq, yp 

du groupe (45), et comme le determinant correspondant : 

0x0 

(47) X -y 

y 

s'annule identiquement, sans que tous ses sous-determinants d'ordre deux 
en fassent de meme, il decoule tres certainement de la Proposition 2 p. 11711 
que deux points : xi,yi, z\ et X2,y2, ^2 possedent un et un seul invariant 
relativement au groupe (45). Pour cet invariant, on trouve tres facilement 
r expression : 

(48) 22 - ^1 + x\y2 - X2yi. 
La famille des pseudospheres : 

(49) z — zq + Xoy — yox = const. 

appartenant a ce groupe consiste en 00^ surfaces differentes et pour preci- 
ser, elle consiste en tous les plans de I'espace des x, y, z. Comme de plus, 
d'apres le Theoreme 73 p. 445 du Tome II, le groupe (44) ne laisse in- 
variante aucune autre famille de 00^ courbes que la famille : x = const., 
y = const., il en va evidemment de meme pour le groupe (45), et comme 
les 00'^ pseudospheres (49) ne sont pas entierement constituees des courbes 
de la famille : x = const., y = const., on deduit done immediatement de la 
Proposition 4, p. |174[ qu'un nombre de points superieur a deux ne possede 
aucun invariant essentiel relativement au groupe (44). 

On doit encore mentionner que le groupe (45) ne laisse en general 
invariante aucune famille de 00^ surfaces (voir Tome II, loc. cit.). 



29. On verifie en effet par le calcul que (44) devient (45), lequel est effectivement un 
sous-groupe du groupe projectif engendre par les 8 generateurs infinitesimaux p, q, xp, 

yp, xq, yq, xxp + xyq, xyp + yyq. 
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Sixieme cas 

Lorsque le groupe reduit : Xif . . . Xq/ a la forme (VI), p. I19U le 
groupe : Xi f . . . X^ f est necessairement de la forme : 



(50) 



Lpr, p + ipir, q + Lp2r, 2xp + yq + ips r, 
xq + r, x^p + xyq + r, 



oil (/^i, . . . , (^5 sont des fonctions de x, y, z. 

Exactement comme aux pages 157 sq.0, on peut parvenir a ce que 
(/? = 1, (y^i = 0, <y52 = Cx ; alors en meme temps, les fonctions v^s, et (/?5 
sont certainement toutes independantes de z. 

Pour la determination de c/?3(a;, y), formons les crochets : 

r 1 ^V^3 

\p, 2xp + yq + ip'ir\ = 2p+ r 

\q + Cxr, 2xp + yq + Lp^r\ = q + {^~^ ~ 2Cx^ r, 



qui donnent : 



^^'-D, ^ = 3Cx + E, 



dx dy 

d'ou : C = et yjs = Dx + Ey + H,oi\ la constante H peut etre sim- 
plement supprimeeEl tandis que les constantes D et E sont ramenees a 
zero lorsqu'on introduit : ^ — | Dx — Ey comme nouvelle variable z. Nous 
avons done maintenant ramene les quatres premieres transformations (50) 
a la forme simplifiee : 

p, q, r, 2xp + yq. 

En calculant les crochets de xq + ip4{x, y) r avec p et avec q, on verifie 
que 994 a la forme : <Pa_= Lx+My, ou la constante d'integration (superflue) 
a deja ete supprimeeu- En outre, on obtient : 

[2xp + yq, xq + {Lx + My) r] = xq + {2Lx + My) r, 

de telle sorte que L doit etre nul, tandis que M ne peut naturellement pas 
s'annuler, sinon q et xq auraient les memes courbes integrales. En intro- 
duisant ^ z comme nouvelle variable z, on peut faire que la constante M 
soit simplement egale a 1 . 



30. 
31. 
32. 



Voir la note de rappel au debut de I'etude du cinquieme cas. 

— en soustrayant Hr a la transformation infinitesimale 2xp + yq + (p^ r. 

— a nouveau, en soustrayant un multiple de la transformation r. 
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9^5 

2xp + yq+ — — r 
ox 

xq + — — r 



dy 



Enfin, formons les crochets : 

[p, x^p + xyq + r] = 

[q, x^p + xyq + Lp^r\ = 

[xq + yr, x^p + xyq + ip^r\ = 

[2xp + yq, x^p + xyq + ip^r\ = 2(x^p + xyq) 
a partir desquels nous trouvons : 

dip5 



X 



dy 



xy I r 



2x 



dx dy 



dx 



9^5 

dy 



y 



2x — — + y — — = 2cx + y =2if^ + K, 
ox oy 

ou cependant la constante K peut etre simplement reduite a zero. Ainsi, 
nous sommes parvenus au groupe : 

p, q, r, 2xp + yq, xq + yr 



(51) 



x'^p + xyq + {\y'^ + cx) r. 



Puisque les transformations infinitesimales p, q, r sont presentes, le 
point x = y = z = Ocsta nouveau un point en position generale. 
Les transformations infinitesimales du groupe (51) qui laissent invariant 
ce point sont : 

2xp + yq, xq + yr, x'^p + xyq + {^y^ + cx) r, 

et le determinant correspondant : 

2x y 
X 

2 



X 



xy 





y 

\y'^ + cx 



a la valeur : 

x^y^ + 2cx^ - 2x^y^ + x^y^ = 2cx^, 

qui ne s'annule done identiquement que lorsque la constante c a la va- 
leur zero, tandis que les sous-determinants d'ordre deux ne s'annulent pas 
tous, y compris pour c = 0. Par consequent, parmi tous les groupes de la 
forme (51), le groupe : 



(52) 



p, q, r, 2xp + yq, xq + yr 
x^p + xyq + \y'^r 
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est le seul relativement auquel deux points possedent un et un seul inva- 
riant. Par le calcul, on trouve que cet invariant possede la forme : 



(53) Z2 - zi 



{y2 - yi 

2 (X2 - Xi 



\2 



La famille des pseudospheres : 

(54) z-zo- ^r-^^ = '^on^t- 

qui appartient a notre groupe (52) consiste manifestement en oo^ surfaces 
differentes. Par ailleurs, on se convainc facilement que les transformations 
infinitesimales du groupe (52) qui fixent le point en position generale : 
x = y = z = 0, ne laissent au repos nuUe autre courbe passant par ce point 
que la droite : x = j/ = ; par consequent : x = const., y = const, est 
la seule famille de oo^ courbes qui reste invariante par le groupe (52) et la 
Proposition 4, p. ll74l montre a nouveau qu'un nombre de points superieur 
a deux n'a pas d'invariant essentiel relativement au groupe (52). 

Pour terminer, remarquons encore que le groupe (52) ne laisse inva- 
riante qu'une seule famille de oo^ surfaces, a savoir la famille : x = const. 



Ainsi, nous avons aussi trouve tous les groupes imprimitifs de Rz qui 
satisfont V exigence que nous avons formulee page \160] 

§88. 

D'apres les resultats des deux precedents paragraphes, le probleme 
enonce dans I'ouverture du present chapitre possede la solution suivanteQ. 

Theoreme 36. Si un groupe continu fini de I'espace des x,y,z est 
constitue de telle sorte que relativement a son action, deux points ont un 
et un seul invariant tandis que tous les invariants d'un nombre de points 
superieur a deux peuvent s 'exprimer au moyen des invariants des paires de 
points, alors le groupe est transitifd six parametres et pour preciser, il est 
semblable^ [ahnlich], via une transformation ponctuelle de I'espace des 
x,y, z, ou Men au groupe des mouvements euclidiens, ou Men au groupe 



1 . Le resultat vaut pour un groupe de transformations holomorphes locales agissant 
sur C'^, le cas des groupes reels etant traite au § 89 qui suit. 

2. Le langage contemporain appelle equivalentes deux structures geometriques qui 
ne different I'une de I'autre que par un changement de coordonnees ponctuelles. 
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projectifa six parametres qui stabilise une surface du second degre non- 
degeneree, ou Men encore a I'un des quatre groupes suivants : 



[1] 




[2] 



p, q, xq + r, x q + 2xr, xp + yq + or 
x^p + 2xyq + 2(?/ + cx) r 



[3] 



p — yr, q + xr, r, xq, xp — yq, yp 



[4] 



p, q, r, xq + yr, 2xp + yq 
x^p + xyq + hy'^r 



Le parametre c est ici essentiel dans les deux cas [I] et [2] et ne peut pas 
etre supprime. 

Comme nous I'avons montre dans les precedents paragraphes, chacun 
des quatre groupes [1] ... [4] laisse invariante une unique famille de oo^ 
courbes, a savoir la famille : x = const., y = const. Maintenant, nous vou- 
lons encore ajouter que ces quatre groupes sont entierement systatiques^ 

En effet, les transformations infinitesimales des quatre groupes sus- 
nommes commutent toutes avec la transformation infinitesimale r, ce qui 
montre, grace a la Proposition 2 p. 510 du Tome I, que ces groupes sont 
systatiques ; on peut aussi s'en convaincre directement, puisque pour cha- 
cun des groupes [1] ... [4], les transformations infinitesimales qui fixent 
un point xo,yo, zq en position generale laissent en meme temps au repos la 
droite : x = xq, y = y^. 

Enfin, mentionnons encore que par Taction des groupes [1], [2], [3], 
les oo^ elements lineaires qui passent par chaque point fixe en position 
generale se transforment de trois manieres differentes, mais seulement de 



3. Soil Xi, . . . , Xm un groupe fini continu de transformations locales d'une variete 
a n dimension munie des coordonnees (xi, . . . , a;„). Un point {x\, . . . , x°) en position 
generale admet un certain nombre to — g de transformations infinitesimales Yi , . . . , Ym~q 
qui le laissent au repos, cf. les rappels de la note p. 11711 Dans certaines circonstances, il 
peut exister une sous-variete connexe non vide A (avec des singularites eventuelles) pas- 
sant par ce point dont chaque point individuel est laisse fixe par toutes les transformations 
du sous-groupe engendre par Yi, . . . , Ym-q, qui n'est autre que le sous-groupe d'isotro- 
pie de (x?, . . . , x° ). Dans ce cas, le groupe est dit systatique, concept introduit par Lie en 
1884-85. D'apres le Chap. 24 du Tome I, en reprenant les notations de la note p. 11711 les 
equations du plus grand tel ensemble A sont ; (fjk{xi, . . . , x„) = ^Pjk{x\, . . . , x^) pour 
J = 1, . . . , TO — g et fc = 1, . . . , q. Si A est I'ensemble vide, le groupe est dit asystatique. 
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deux manieres par Taction du groupe [4] ; c'est precisement parce que le 
groupe [4] renferme, dans le voisinage de chaque point : XQ,yQ, zq en posi- 
tion generale, une transformation infinitesimale du second ordre en: x—Xq, 
y-yo,z- zq. 

On pourrait se demander si les groupes [1], [2], [4], qui ne sont pas 
presentes sous forme projective, sont transformables en des groupes pro- 
jectifs par un choix approprie de coordonnees x, y, z. Pour le groupe [4], la 
reponse a cette question est tres certainement non, car s'il devait se trans- 
former en un groupe projectif, la transformation infinitesimale du second 
ordre qu'il renfermerait dans le voisinage du point : x = y = z = en 
position generale devrait etre de la formeQ : 

[\x + fiy + u z) (xp + yq + zr) + ■ • • , 

oil les termes supprimes sont d'ordre trois et d'ordre superieur en x,y, z; 
mais comme cette condition necessaire n'est pas remplie, le groupe [4] ne 
peut surement pas etre semblable a un groupe projectif. 

§89. 

Resolution du probleme pour les groupes reels. 

Jusqu'a maintenant, nous avons considere les variables x,y, z comme 
des quantites complexes. A present, nous voulons les limiter au domaine 
des nombres reels et nous voulons resoudre le probleme pose dans 1' in- 
troduction de ce chapitre, en supposant que les groupes sont reels et que 
seules les transformations ponctuelles qui sont reelles sont admissibles. 

Nous recherchons done maintenant tous les groupes continus finis 
reels de R3 relativement auxquels deux points reels ont un et un seul inva- 
riant, tandis que trois points reels ou plus ne possedent aucun invariant 
essentiel. Avec cela, nous nous restreignons naturellement aux groupes 
dont les equations finies autorisent un certain nombre de differentiations 
par rapport aux variables et aux parametresQ (c/p. 365). 

4. En effet, le groupe projectif contient toutes les transformations infinitesimales 
d'ordre zero et un, et en dimension trois, ses transformations du second ordre, au nombre 
de trois, sont : x{xp + y q + zr), y{xp + y q + zr) et z{xp + yq + zr). 

1. On part d'un groupe de transformations reel fini continu dont les equations 
x[ = fi{xi, . . . , x„; ai, . . . , flm), i = 1, . . . , n, ne sont pas forcement analytiques. En 
supposant seulement que les fi possedent des derivees continues d'ordre un et deux par 
rapport a toutes leurs variables. Lie et Engel enoncent et demontrent (Theoreme 33, p. 366 
du Volume III) que lorsque le groupe est transitif, il est toujours possible d'introduire lo- 
calement un changement simultane de parametres a i-> 5 = h{a) et de coordonnees x ^ 
y = y{x) qui transfere le groupe en un groupe equivalent y[ ^ gi{yi, . . . , j/„; 61, ... , br), 
i = 1, . . . , n, dont toutes les equations sont analytiques. L'enonce n'est plus valable 
lorsque le groupe n'est pas transitif, comme le montre I'exemple q, xq, f{x)q sur le plan 



Groupes de pour lesquels deux points ont un seul invariant. 



199 



Des le debut, il est clair que les groupes recherches sont entierement 
transitifs (c/.p. I1621 ). Ainsi, d'apres la page 366, nous pouvons nous ima- 
giner dans chaque cas individuel qu'au moyen d'une transformation ponc- 
tuelle reelle, de nouvelles variables x,y, z sont introduites de telle sorte que 
le groupe concerne est represents par des equations reelles, dans lesquelles 
les fonctions qui apparaissent sont des fonctions analytiques des variables 
et des parametres, au sens de WeierstraB. Ainsi, nous devons seulement 
considerer les groupes a m parametres tels que, dans leurs transformations 
infinitesimales : 

Xkf = ik{.x, y,z)p + r]k{x, y,z)q + Cfc(a;, y, z) r 

(fc = l,2---m), 

les coefficients ^fc, r^^, Ca.- sont des series de puissances ordinaires par rap- 
port ax— xq, y — yo,z — ZQ dans un voisinage d'un point reel quelconque en 
position generale, et bien entendu, des series de puissances avec seulement 
des coefficients reels. 

Soit : Xif . . . Xmf, ou brievement Gm, un tel groupe reel a m para- 
metres qui satisfait notre exigence concernant les invariants de deux points 
et plus. Ensuite, I'expression : 

ei Xi/H \- em Xmf, 

represente la transformation infinitesimale generale d'un certain groupe a 
m parametres G'^ de transformations complexes, lorsqu'on y considere 
x,y, z comme des variables complexes et ei . . . 6^, comme des parametres 
complexes^ (c/p. 362). II est maintenant facile de voir que ce groupe G'm 

des {x, y), ou f{x) est une fonction differentiable non analytique (c/ 141], p. 368). Le cin- 
quieme probleme de Hilbert (1900) demande s'il est possible d'eliminer I'hypothese de 
differentiabilite, et de supposer seulement que les fonctions sont continues. En 1952, 
Gleason, et independamment, Montgomery -Zippin ont etabli que tout groupe topologique 
localement euclidien, i.e. qui forme aussi une variete topologique, admet une structure de 
variete analytique reelle pour laquelle il constitue un groupe de Lie analytique. En 1955, 
Montgomery -Zippin ont etabli le theoreme suivant : Si un groupe topologique localement 
compact G agit transitivement et ejfectivement sur un espace topologique X compact et 
localement connexe, alors G possede une structure de groupe de Lie, et X possede une 
structure de variete analytique reelle de telle sorte que V action est analytique ( 11121 ; 
m, pp. 87-88). 

2. Techniquement, cette operation consiste tout simplement a remplacer par des 
variables complexes les variables reelles qui apparaissent dans les series entieres par les- 
quelles on peut developper tous les coefficient des transformations infinitesimales Xk, 
k = 1 , . . . , TO. Cela a un sens, parce que les series en question demeurent convergentes 
lorsque les modules des variables complexes satisfont les memes inegalites que celles 
que devaient satisfaire les variables reelles initiates pour garantir la convergence. Ensuite, 
pour reconstituer les equations finies du groupe via F application exponentielle, on peut 
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satisfait egalement notre exigence concernant les invariants de deux points 
ou plus, c'est-a-dire : relativement a G^, deux points ont un et un seul in- 
variant, tandis qu'un nombre de points superieur a deux n'a pas d'invariant 
essentiel. En effet, aussi bien pour Gm que pour G'^, les invariants de s 
points sont simplement les solutions du syteme complet : 

et le fait que Ton considere x, y, z comme des variables reelles ou comme 
des variables complexes n'a aucune influence sur le nombre des solutions 
de ce systeme complet qui sont independantes I'une de 1' autre. Done si 
deux points ont un et un seul invariant et si tous les invariants d'un nombre 
de points superieur a deux peuvent s'exprimer au moyen des invariants de 
paires de points, lorsque x, y, z sont reels, cela vaut aussi lorsque x, y, z 
sont complexes et vice-versa : on pent meme toujours assurer que tous 
les invariants de s points sont des fonctions reelles des 3s variables : 

■^1) ^li • • • ! -^sy Vsy ^s- 

De cette fa§on, I'enonce suivant est demontre : Si un groupe reel a 
m parametres : Xif . . . X^f satisfait notre exigence concernant les inva- 
riants de plusieurs points, alors, des qu'on interprete x, y, z comme des 
variables complexes, ilfournit un groupe qui possede toutes les proprietes 
degagees au §85 ; le groupe : Xif . . . XmJ est alors necessairement a six 
parametres et il est semblable a I'un des groupes du Theoreme 36, p. \196\ 
grace a une transformation reelle ou complexe de I'espace des x, y, z. 

Les groupes enumeres par le Theoreme 36 se rangent dans deux 
classes. Chaque groupe de la premiere classed laisse invariante une equa- 
tion du second degre : 

(55) audx'^ + a22dy'^ + a-^sdz'^ + 2ai2dxdy + 2a23dydz + 2asidzdx = 0, 

ou les a sont des fonctions de x, y, 2; et oil le determinant correspondant 
ne s'annule pas identiquement ; en outre ces groupes sont constitues de 
telle sorte que les 00^ elements lineaires passant par chaque point fixe en 
position generale sont transformes par une action a trois parametres. Les 
groupes de la deuxieme classe, i.e. les groupes [1] ... [4], se distinguent 
en ce que chacun d'entre eux laisse invariante la famille des 00^ droites : 
X = const., y = const., sans stabiliser aucune autre famille de 00^ courbes. 

Si un groupe reel a six parametres est semblable a I'un des groupes 
qui appartient a la premiere de nos deux classes, alors il doit evidemment 
laisser invariante une equation de la forme (55) dans laquelle les a sont des 

faire prendre aussi des valeurs complexes aux variables « temporelles » t qui apparaissent 
dans les groupes a un parametre cxp{tXk){x) engendres par les Xk- 
3. — a savoir, les deux groupes imprimitifs (22) et (23) — 
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fonctions reelles dex,y, zet dont le determinant ne s'annule pas identique- 
ment ; et de plus, les oo^ elements lineaires passant par chaque point reel 
fixe en position generale doivent encore etre transformes par une action 
a trois parametres. Mais d'apres le Theoreme 35, p. 3910, chaque groupe 
reel a six parametres de cette espece est semblable, par une transformation 
ponctuelle reelle, ou bien au groupe des mouvements euclidiens, ou bien 
au groupe projectif reel a six parametres qui laisse invariants le volume 
ainsi qu'une conique non-degeneree infiniment eloignee, ou bien encore 
au groupe projectif a six parametres d'une surface du second degre non- 
degeneree, qui est representee par une equation reelle entre x, y et z; ici 
cependant, on doit encore distinguer trois cas, selon que cette surface du 
second degre est imaginaire, ou reelle et non reglee, ou reelle et reglee. 

A present, nous recherchons tous les groupes reels a six parametres 
qui sont semblablesH a I'un des groupes : [1] ... [4]. 

Comme chacun des groupes : [1] ... [4] laisse invariante seulement la 
famille : x = const., y = const., mais nuUe autre famille de oo^ courbes, 
chaque groupe reel a six parametres : Xi f . . . Xq/ qui est semblable a I'un 
d'entre eux, laisse invariante une et seulement une famille de oo^ courbes. 
De plus, cette famille doit necessairement etre reelle, car si elle etait ima- 
ginaire, la famille des courbes imaginaires conjuguees resterait aussi inva- 
riante par le groupe : Xif . . . Xq/, puisqu'il est reel, et il y aurait alors 
deux families invariantes distinctes, ce qui ne peut pas etre le cas. Par 
une transformation ponctuelle reelle, nous pouvons maintenant transfor- 
mer cette unique famille existante de oo^ courbes en la famille : x = const., 
y = const., et par la, nous pouvons — des le debut — rapporter le groupe 
reel : Xi f . . . Xq/ a la forme : 

Xkf = ^k{x,y) p + r]k{x,y)q + Ckix, y,z)r 

(fc = l,2---6), 

Oil naturellement les Vk, Ck sont des fonctions reelles de leurs arguments. 

4. Ce theoreme etablit que si un groupe reel continu dans un espace a n > 2 
variables xi, . . . ,Xn laisse invariante une equation reelle : 

l...n 

fkv{xi,...,Xn)dXkdXu =0 

k. V 

dont le determinant ne s'annule pas identiquement, et si en outre, il est constitue de 
telle sorte qu'il transforme de la maniere la plus generale possible les oo"~^ elements 
lineaires qui passent par un tout point fixe en position generale, alors ce groupe pos- 
sede soit (!i±i)il+H) ^ soit , soit parametres. Dans chacun des trois cas, les 

groupes sont decrit par un systeme de generateurs explicites. 

5. — par une transformation ponctuelle complexe — 
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Comme precedemment (voir p. 11781) . on obtient maintenant aussi les 
six transformations infinitesimales : 

Xkf = ik{.x,y)p + r]k{x,y)q (fc = i-6), 

qui forment evidemment un groupe reel dans I'espace des deux variables 
x,y; et grace au raisonnement de la page |179[ on comprend immediate- 
ment que ce groupe reduit doit posseder au moins cinq parametres et que, 
si on I'interprete comme un groupe agissant sur un plan, alors chaque fa- 
mille reelle ou imaginaire de oo^ courbes qu'il laisse invariante doit etre 
transformee par une action a trois parametres. 

Si maintenant le groupe reduit : Xif . . . X^f ne laisse invariante ab- 
solument aucune famille de oo^ courbes dans le plan, alors d'apres les 
pages 370 sq., il est semblable, via une transformation ponctuelle reelle, 
a I'un des deux groupes : (I), p. 11801 et (V), p. 11911 Si, d'un autre cote, il 
laisse invariante seulement une famille de oo^ courbes, alors cette famille 
est necessairement reelle et par suite, sur la base des developpements des 
pages 378 sq., le groupe peut etre rapporte, via une transformation ponc- 
tuelle reelle, a I'une des trms formes : (II), (III), p. Met (VI), p. [Ml Si 
enfin le groupe : Xif . . . Xq/ laisse invariantes deux families distinctes 
de oo^ courbes, alors il peut, lorsque ces deux families sont reelles, re- 
cevoir la forme (IV), p. 11801 et lorsqu'au contraire elles sont imaginaires 
conjuguees, la forme : 

j p, q, xp + yq, yp - xq 

\ [x — y )p + 2xyq, 2xyp + [y — x ) g, 

(c/p. 380) et ceci, les deux fois, via une transformation ponctuelle reelle. 

Si le groupe reduit : Xif . . . X^f a I'une des formes (I) . . . (VI), alors 
en conduisant exactement les memes calculs que precedemment {voir de 
la p. 11811 a la p. 11961) . on determine toutes les formes possibles du groupe : 
Xif . . . Xg/, et alors, comme on s'en convainc facilement, on a seulement 
besoin, lors de I'effectuation de ces calculs, de transformations ponctuelles 
qui respectent pas a pas la realite du groupe. Par la, nous voyons que les 
formes (I) et (II) du groupe reduit ne conduisent a aucun groupe reel pos- 
sedant les qualites ici requises, et nous voyons aussi que chaque groupe 
reel : Xif . . . Xg/ qui satisfait nos exigences et dont le groupe reduit pos- 
sede I'une des formes (III), . . . , (VI) est semblable, via une transformation 
ponctuelle reelle, a I'un des groupes : [2]H [1], [3], [4]. Et naturellement, 
le parametre c qui apparait dans les deux groupes [1] et [2] doit avoir une 
valeur reelle. 



6. C'est le bon ordre. 
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Enfin, si le groupe reduit : Xif . . . X^f a la forme (VII), alors le 
groupe : Xif . . . X^f est semblable, via une transformation imaginaire, 
a I'un des groupes de la forme [1], car le groupe (IV), p. 11801 provient 
du groupe (VII), lorsqu'on introduit comme nouvelles variables x + iy et 
X — iy ala place de x et de y. 

Nous ne voulons neanmoins faire aucun usage de cette circonstance, 
car il est preferable de determiner directement tous les groupes reels a six 
parametres qui satisfont nos exigences et dont les groupes reduits ont la 
forme (VII). 

Ainsi, nous cherchons maintenant tous les groupes reels a six para- 
metres de la forme : 

{p + V?i r, q + (p2r, xp + yq + (p3 r, yp - xq + (f^r 
[x — y ) p + 2xyq + ip^ r, 2xyp + [y — x ) q + ip^r 

relativement auxquels deux points ont un et un seul invariant, tandis qu'un 
nombre de points superieur a deux n'a aucun invariant essentiel; ici, 
Lpi. . .LpQ sont naturellement des fonctions de x, y, z. 

Exactement comme aux pages [TSTI sq.. nous voyons0 [sehen wir ein] 
que les trois premieres transformations infinitesimales (56) peuvent etre 
rapportees a la forme : 

p, g, xp \ yq^ ar, 

oil a designe une constante reelle, via une transformation ponctuelle, et 
pour preciser, via une transformation ponctuelle reelle. 

En calculant le crochet de : yp — xq + cp^r avec p et avec q, nous 
voyons que </94 est independant de x et de y. De plus, nous avons : 

[xp + yq + ar, yp — xq + /p^iz) r] = a (fi'4^{z) r, 

et done, si a ne s'annule pas, alors (p^ est aussi independant de 2; ; si au 
contraire a = et (/?4 7^ 0, nous introduisons la fonction reelle : 

/dz 
(P4{z) 



7. Dans un premier temps, on redresse les deux premieres transformations en p et 
en q. Le crochet de la troisieme avec p et avec q montre que ip^ ne depend que de z. Si 
ips = 0, le travail est fini : il suffit de prendre a ^ 0. Si (fs ^ 0, en introduisant J ^ dz 
comme nouveau z (et en relocalisant bien sur les considerations autour d'un point oil 1^93 
ne s'annule pas), on redresse la troisieme transformation en xp + yq + r, c'est-a-dire que 
a = 1. On reunit les deux cas en introduisant une constante a, qui sera de toute fagon 
ramenee a etre egale a ou a 1 a la fin de la demonstration. 
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comme nouvelle variable z et nous parvenons par cela a faire que (^4 = 1. 
Par consequent, nous pouvons reunir ces deux cas en rapportant les quatre 
premieres transformations infinitesimales (56) a la forme : 

g, + + ar, yp — xq + br, 

oii b represente egalement une constante reelle. 
A present, calculous les crochets : 

cp + yq) + r 
ox 

\{yp - xq) + r 
dy 





[p. 


(x^ — y'^) p + 2xyq + ip^r'j = 






(x^ — y'^) p + 2xyq + cp^r'j = 


\xp 


+ yq + ar, 


(x^ — y'^) p + 2xyq + tp^r'j = 






+ 


[yp 


— xg + br, 


(x^ — y^) p + 2xyq + r] = 






+ 


[yp 


— xg + br, 


2xyp + {y^ — x^) q + Lp^r^^ = 



[x~ — y )p + 2xyq- 



,2 _ ,.2 

dx 
yp + 

dx 



+ y 



dip5 dip5 

U n 

dy 



dz 



dy dz 



dipQ dife dipe 
+ i y — X — — h b- 



d'ou nous obtenons 



(57) 



d>f5 
dx 



2a, 



d'p>5 , d(fi5 
x——+y—-+a 
dx dy 

dip-, d(p5 

— + 

dx dy 

dtpe difQ 
y — X — — h b 



d<P5 
dy 

dLp5 

dz 
d^5 
dz 
dipa 



dx 



-2b 



dy 



dz 



^5 



dx dy ' dz 
De la, on tire tout d'abord : 

tp^ = 2{ax — by) + uj{z), au'{z) = uj(z) = a^uj"(z) 

et par consequent : 

(pQ = 2{bx + ay) + buj\z); 
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mais si nous inserons cette valeur de ipQ dans la derniere des equations (57), 
viennent alors deux equations : 



qui, pour des valeurs reelles de a et de b, ne peuvent alors valoir que lorsque 
u{z) s'annuleB 

Ainsi, nous sommes parvenus au groupe : 



Ici, les constantes a et b ne doivent naturellement pas s'annuler toutes les 
deux, parce que sinon, le groupe serait intransitif ; si 6 = 0, nous pouvons 
toujours parvenir a faire que a = 1 en introduisant une nouvelle variable 
z, et si au contraire, b ne s'annule pas, on peut toujours faire que b soit 
simplement egal a 1. 

Comme on le trouve aisement, relativement au groupe (58), deux 
points xi,yi, Zi et X2,y2, ^2 ont un et un seul invariant, a savoir celui-ci : 

-zi + -22 - « log {(a;2 - xi)^ + (2/2 - 2/1)^} + 2 & arctan — — 



En raisonnant comme precedemment (c/par exemple p. 11881) . on pourrait 
aussi se convaincre facilement que si a et 6 ne s'annulent pas tous deux, 
trois points et plus n'ont aucun invariant essentiel ; toutefois, nous prefe- 
rons demontrer cela en indiquant une transformation ponctuelle imaginaire 
qui envoie le groupe (58) sur le groupe [1] p. |197[ puisque nous savons deja 
du groupe [1] qu'il satisfait toutes nos exigences. 

Si nous introduisons dans le groupe (58) les nouvelles variables : 

xi = X + iy, ?/i = X - iy, zi = z, 

nous obtenons le groupe : 

Pi + qi, i{pi-qi), xipi + yiqi + ari, i{yiqi - Xipi) + bn 
xjpi + yfqi + {(a + ib) Xi + (a - ib) yi} n 
KViQi - ^iPi) +i{{a- ib) ?/i - (a + ib) Xi} 

8. On notera rorganisation fine des calculs : le terme —uj{z), dont la fin de la 
demonstration conclut qu'il s'annule identiquement, avait deja ete place au centre plus 
haut, et maintenant, dans cette derniere equation, il est clair, puisque et — sont de 
signe oppose, que —uj{z) au centre est a la fois de signe positif et de signe negatif, done 
nul. 





(58) 



p, q, xp + yq + ar, yp — xq + br 
(x^ — y^) p + 2xyq + 2(ax — by) r 
2xyp + (y^ — x^) q + 2{bx + ay) r 



X2 — Xi 
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Maintenant, comme a + ib ^ 0, nous pouvons encore introduire 
comme nouvelle variable zi et obtenir ainsi un groupe qui a exactement 
la forme [1]. Ainsi, le groupe (58) est semblable au groupe [1] via la trans- 
formation imaginaire : 



et en fait, aux parametres a et 6 du groupe (58) correspond alors la valeur : 
(59) c 



a—ib 
a+ib 



du parametre c du groupe [1]. 

Avec ceci, on a demontre que le groupe reel (58) satisfait toutes nos 
exigences, et on a maintenant trouve en toute generalite tous les groupes 
reels qui les satisfont. 

Theoreme 37. Si un groupe continu fini reel de I'espace des x, y, z 
est dome de telle sorte que relativement d lui, deux points ont un et un 
seul invariant et que les invariants d'un nombre de points superieur a 
deux peuvent tous s 'exprimer au moyen des invariants des paires de points, 
alors ce groupe possede six parametres et il est semblable [ahnlich], via 
une transformation ponctuelle reelle de I'espace, a I'un des onze groupes 
suivants : 



1 


p, c 


h r, xq- 


yp, 


yr - zq, 


zp — xr 














2 


p, c 


h r, xq- 


yp, 


yr + zq, 


zp + xr 



3 p + xU, q + yll, r + zU, xq — yp, yr — zq, zp — xr 



4 p — xU, q — yU, r — zU, xq — yp, yr — zq, zp — xr 



5 p — xU, q — yU, r + zU, xq — yp, yr + zq, zp + xr 



p, q, xp + yq + cr, yp — xq + r 
(x^ — y'^)p + 2xyq + 2{cx — y)r, 2xyp + (y^ — x'^)q + 2{x + cy)r 



p, q, xp + yq + r, yp — xq 
(x^ — y'^)p + 2xyq + 2xr, 2xyp + (y^ — x^)q + 2yr 
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8 



2 2 

p, g, xp + r, yq + cr, x p + 2xr, y q + 2cyr 



(c^O) 



9 



p, (7, xg' + r, X q + 2xr, xp + yq + cr 
x^p + 2xyq + 2{y + cx)r 



10 



p — yr, q + xr, r, xq, xp — yq, yp 



11 



p, q, r, xq + yr, 2xp + yq 
x'^p + xyq + ^y^r 



/c/, parametre reel c est a chaquefois essentiel et ne pent pas etre sup- 
prime. 

Pour faciliter la comprehension de ce tableau, nous ajoutons encore 
les remarques suivantes. 

Pour abreger, on ecrit chaque fois [/ a la place de xp + yq + zr. 

Le groupe 2 laisse invariante la conique qui decoupe la sphere reelle : 
+ y'^ — = Q sur le plan a I'infini, et ce groupe provient du groupe 1 
constitue des mouvements euclidiens lorsqu'on remplace z par iz. 

Le groupe 4 laisse invariante la surface reelle du second degre non 
reglee : + + 2^ = 1 et le groupe 5, la surface reelle reglee : + 
y"^ — z^ = \. Ces groupes sont obtenus a partir du groupe 3 de la surface : 
+ 1/^ + 2^ + 1 = 0, lorsqu'on introduit soit ix, iy, iz, soit ix, iy, z comme 
nouvelles variables, et Ton pent alors tres simplement indiquer quel est 
I'invariant de deux points qui leur correspond, grace aux pages [T76l sq. 

A la place du groupe (58) se trouvent dans notre tableau les deux 
groupes 6 et 7, parce que, d'apres la page 12051 1'un des deux parametres 
a et b peut toujours etre rendu simplement egal a 1 ; cependant, on doit 
faire attention au fait que dans le groupe 6, la valeur du parametre c doit 
etre limitee aux seules valeurs qui sont ^ 0, car les deux groupes qui 
correspondent aux parametres +c et — c sont semblables, comme on s'en 
convainc immediatement, lorsqu'on intervertit x et y et qu'on remplace z 
par —z. 

Les groupes 8 ... 11 sont les groupes [1] ... [4] de la page 1197] ; on 
doit encore mentionner specialement que dans le groupe 8, on a seulement 
besoin de donner a c des valeurs telles que ^ 1, car par la transforma- 
tion : 



yi = y, 



c' 
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le groupe s'envoie sur un groupe de la meme forme, dont le parametre 
possede la valeur K 

§90. 

En quelques mots, nous voulons maintenant expliquer comment on 
peut resoudre dans le plan le probleme que nous venons de resoudre pour 
I'espace trois fois etendu. 

Si un groupe continu fini du plan doit etre constitue de telle sorte 
que relativement a son action, deux points ont un et un seul invariant, tan- 
dis qu'un nombre de points superieur a deux n'a pas d'invariant essentiel, 
alors on verifie en premier lieu, comme au § 85, que le groupe est transi- 
tif, qu'il doit posseder trois parametres et qu'il ne peut pas contenir deux 
transformations infinitesimales ay ant les memes courbes integrales. 

Inversement, il est clair que relativement a tout groupe transitif G du 
plan a trois parametres, deux points ont toujours un et un seul invariantQ. 
Si de plus G ne contient pas deux transformations infinitesimales ayant 
les memes courbes integrales, on peut demontrer qu'un nombre de points 
superieur a deux n'a jamais d'invariant essentielB 

En effet, si Ton fixe un point Pi en position generale, il reste en- 
core un sous-groupe a un parametre de G par faction duquel les autres 
points du plan se meuvent sur oo^ courbes, a savoir sur les pseudocercles 
de centre Pi appartenant a G. S'il y avait seulement oo^ pseudocercles, ces 
pseudocercles ne dependraient pas de leur centre, et par suite, la transfor- 
mation infinitesimale de G qui laisse invariant le point Pi aurait les memes 
courbes integrales que la transformation infinitesimale independante d'elle 
qui laisse invariant un autre point quelconque en position generale. Mais 
comme cela ne doit pas se produire, nous pouvons en conclure qu'il y a 
au minimum oo^ pseudocercles. Si maintenant on fixe, outre le point Pi, 
encore un deuxieme point P2 en position generale, alors les deux pseudo- 
cercles de centre Pi et P2, qui passent par un troisieme point en position 
generale P3, se coupent en P3, et mis a part P3, ils se coupent au maximum 
en des points isoles|j; par consequent, des que Pi et P2 sont fixes, chaque 
autre point P du plan reste en general au repos, et pour preciser, a cause 
des deux invariants qui appartiennent aux deux paires de points Pi , P et 

1 . Soit Xi , X2 , X3 les txois transformations infinitesimales d' un tel groupe du plan. 
Un invariant quelconque J = J(.ti, t/i; X2, 2/2) entre deux points satisfait les equations 

pour fc = 1, 2, 3. Ces 3 equations (integrables au sens de Frobenius) 
sur un espace de dimension 4 sont automatiquement independantes des que le groupe est 
transitif. Aussi existe-t-il exactement 4 — 3 = 1 invariant J{xi,yi; X2, 2/2)- 

2. La Proposition 4 p. I174l traitait deja le cas de la dimension 3. 

3. Analyticite ... 
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P2,P- II en decoule que, sous les hypotheses posees, tous les invariants 
d'un nombre de points superieur a trois peuvent etre exprimes au moyen 
des invariants des paires de points (c/aussi p. |175l sq.). 

Si done nous cherchons tous les groupes du plan qui possedent la 
propriete connue concemant les invariants de plusieurs points, et si tout 
d'abord, nous ne tenons pas compte de la condition de realite, nous avons 
seulement besoin de rechercher, parmi les groupes a trois parametres qui 
sont rassembles a la page 570, ceux qui sont transitifs et qui n'ont ja- 
mais deux transformations infinitesimales possedant les memes courbes 
integrales. Nous trouvons de cette fa^on seulement les quatre groupes sui- 
vants : 



(60) 





p, q, xp + cyq 

(c^O) 










p + x^p + xyq, q + xyp + y^g, yp — xq 






xq, xp — yq, yp 





p, q, xp+ {x + y)q 



Ici, le groupe : 

p, xp + yq, x'^p + {2xy + y'^) q 

est remplace par le groupe projectif de la conique : + 1 = (cf.p. 70, 

p. 76 et p. 88). Pareillement, le groupe : p, 2xp + yq, x'^p + xyq est 
remplace par un groupe projectif qui lui est semblable (c/p. 95). 

Les invariants des deux points xi, yi et X2, 2/2 pour les groupes (60), 
ecrits I'un apres 1' autre, ont 1' expression suivante : 
(61) 

\2 1 „. \2 ix2-xif+(y2-yi)^+{xiy2-X2yi)'^ 

(l+a;iX2+J/ij/2)^ 



clog(x2-xi) -\og{y2-yi] 
xiy2-X2yi, {x2-xi)e . 



Si Ton veut avoir tous les groupes reels du plan qui possedent les 
caracteristiques requises, on doit ajouter aux groupes (60) encore les deux 



4. A cet endroit sont listes tous les groupes locaux a un, deux, trois ou quatre para- 
metres qui agissent en dimension deux. 
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suivants (c/pp. 370 sq. et p. 12001) : 



(62) 



p, q, yp — xq + c{xp + yq) 



p — x^p — xyq, q — xyp — y^q, yp 



xq 



Le premier d'entre eux fournit I'invariant suivantQ : 

f / \2 , f \2^ 2carctan 

(63) {{x^-xiY + {y2-yiY]e -2-1; 

le second provient du deuxieme des groupes (60), lorsqu'on introduit ix, 
iy comme nouvelles variables a la place de x_^y et par la, I'invariant qui lui 
appartient peut etre immediatement indique[ 



*. Monsieur de Helmholtz s'est en tout cas preoccupe, deja en 1868, d'une re- 
cherche dont le but peut s'enoncer, avec notre maniere actuelle de nous exprimer, comme 
suit : determiner les groupes du plan relativement auxquels deux points ont un et un seul 
invariant, tandis qu'un nombre de points superieur a deux n'a pas d'invariant essentiel. 
A cette epoque, il avait deja remarque que dans le plan, on peut imaginer une famille de 
mouvements relativement auxquels deux points possedent I'invariant (63). 

**. Deja dans les annees 1874-76, Lie a determine tous les groupes a trois para- 
metres du plan, sans toutefois ajouter I'ecriture de tous les calculs jusque dans les details 
(Gott. Nachr. v. 1874; norwegisches Archiv 1878). En I'annee 1884, il a donne ensuite 
une enumeration detaillee des differentes formes normales auxquelles tous les groupes de 
ce genre peuvent etre rapportees. Plus tard (en 1887) Monsieur Poincare s'est preoccupe 
des fondements de la geometric du plan, et dans son travail relatif a ce sujet (Bull, de 
la Soc. Math., vol. 15), il a aussi pris en consideration les recherches relativement an- 
ciennes de Lie sur la theorie des groupes, tandis qu'il ne connaissait ni le travail de Lie 
de 1884, ni la premiere communication de Lie sur les fondements de la geometric (1886), 
pas plus que I'etude helmholtzienne de I'annee 1868. Les conclusions interessantes aux- 
quelles Monsieur Poincare est parvenu resultent en verite immediatement des recherches 
anciennes de Lie. 



Chapitre 21. 



Critique des recherches helmholtziennes. 

Monsieur de Helmholtz a apporte, dans son travail deja cite a la 
page ll56l un traitement du probleme de Riemann-Helmholtz que nous vou- 
lons maintenant examiner de plus pres. 

Nous commen^ons (dans le § 91) par restituer la teneur des axiomes 
qu'il a poses. Ensuite (dans les § 92 et 93), nous etablissons quelles conte- 
nus ces axiomes peuvent recevoir lorsqu'on se sert de la maniere dont 
on s'exprime dans la theorie des groupes. Dans le § 94 nous fournissons 
une critique des conclusions que Monsieur de Helmholtz a tirees de ses 
axiomes au sujet de I'espace etendu dans trois directions, et nous montrons 
qu'z7 est parvenu a son re sultat final en presupposant tacitement toute une 
serie d' hypotheses qui sont absolument incorrectes. 

Si Ton veut supprimer ces defauts tres substantiels des developpe- 
ments helmholtziens, il se presente deux voies differentes : on peut soit 
laisser completement de cote les axiomes de M. de Helmhotz et seulement 
envisager ses calculs, soit partir de ses axiomes comme point de depart, 
sans prendre en consideration ses calculs. 

Nous nous engageons dans la premiere voie au § 96, oil nous mon- 
trons quels axiomes doivent etre poses, afin de parvenir au but en effectuant 
des calculs qui sont analogues, par leurs idees fondamentales, aux calculs 
helmholtziens. 

Dans le § 96, nous empruntons la deuxieme voie, et nous exposerons 
separement quelles conclusions la theorie des groupes permet de tirer a 
partir des axiomes de Helmhotz. On obtiendra alors comme resultat que ces 
axiomes (si on les interprete d'une maniere assez voisine) suffisent certes 
a caracteriser les mouvements euclidiens et non-euclidiens de I'espace a 
trois dimensions, mais qu'en tout cas, I'un des axiomes de Helmholtz, a 
savoir I'axiome de monodromie, est superflu. 

Le resultat ainsi obtenu souleve la question relativement proche : sa- 
voir si Ton ne peut pas se passer aussi d'autres parties des axiomes de 
Helmholtz. La reponse a cette question sera donnee dans le Chapitre 23 ; 
on montrera que les axiomes de Helmholtz restants renferment aussi des 
elements superfius. 
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§91. 

Les axiomes helmholtziens. 

Au fondement de sa recherche, Monsieur de Helmholtz place les 
axiomes suivants, ou, hypotheses, comme il les appelleQ : 

« I. L'espace a n dimensions est une variete n fois etendue, c'est-a-dire que 
I'element individuel defini en celui-ci, le point, peut etre determine par la mesure 
de variables quantitatives continues et independantes les unes des autres (coor- 
donnees), dont le nombre est egal a n. Chaque mouvement d'un point est ainsi 
accompagne pai" une modification continue d'au moins une des coordonnees. S'il 
devait y avoir des exceptions dans lesquelles, soit la modification deviendrait dis- 
continue, soit, malgre le mouvement, absolument aucune modification de toutes 
les coordonnees ne se produirait, alors ces exceptions devraient etre limitees a cer- 
tains lieux definis par une ou plusieurs equations (done a des points, a des lignes, a 
des surfaces, etc. ), et ces lieux peuvent initialement rester exclus de la recherche. 

« On doit remarquer que par la continuite du changement au cours du mou- 
vement, on ne signifie pas seulement que toutes les valeurs intermediaires jusqu'a 
la valeur finale sont parcourues par la quantite qui se differencie d'elle-memeQ, 
mais aussi que les quotients differentiels existent, c'est-a-dire que le rapport des 
changements associes des coordonnees se rapproche d'un rapport fixe, lorsque les 
grandeurs de ces changements diminuent progressivement. 

«II. On presuppose 1' existence de corps mobiles mais rigides en eux- 
memes, c'est-a-dire de systemes de points, comme cela est necessaire pour 
pouvoir effectuer la comparaison des grandeurs spatiales par congruence. Mais 
comme nous ne sommes pas encore autorises a presupposer une methode spe- 
ciale pour la mesure des grandeurs spatiales, la definition d'un corps rigide, ici, 
ne peut etre que la suivante : entre les 2n coordonnees de chaque pake de points 
qui appartient a un corps rigide en lui-meme, il existe une equation independante 
du mouvement de ce dernier, qui reste la meme pour toutes les paires de points 
congruentes. 

« Sont congruentes les paires de points qui peuvent etre amenees a coincider 
simultanement, ou I'une apres I'autre, avec la meme paire de points de l'espace. 

« III. On presuppose une mobilite parfaitement litre des corps rigides, c'est- 
a-dire, on suppose que chaque point en eux peut etre deplace continument vers le 
lieu de chaque autre point, tant que son mouvement n'est pas restreint par les equa- 
tions qui existent entre lui et les autres points restants du systeme rigide auquel il 
appartient. 

«Le premier point d'un systeme rigide en lui-meme est done absolument 
mobile. Lorsque ce point est fixe, il existe une equation pour le deuxieme point 

*. Gott. Nachr. 1868,p. 197sq. 

1. Les symetries par rapport a un hyperplan, telles que (xi, X2, . . . , x„) i — > 
{—xi,X2, ■ ■ ■ , Xn), ne sont pas admises, car elles ne sont pas reliees a la transformation 
identique par une famille continue de mouvements puisqu'elles renversent I'orientation. 



Critique des reclierclies helmlioltzlennes. 



213 



et I'une de ses coordonnees devient une fonction des (n — 1) coordonnees res- 
tantes. Apres que le deuxieme point est aussi fixe, il existe deux equations pour 
le troisieme point, etc. Par consequent, ce sont au total ""^""^"^^ quantites qui sont 
requises pour la determination de la position d'un corps rigide en lui-meme. 

« II decoule de cette supposition et de celle enoncee en II, que, si deux sys- 
temes de points rigides en eux-memes Aet B peuvent etre, dans une premiere po- 
sition initiate de A, rapportes a une congruence de points correspondants, alors, 
pour toute autre position de A, ils doivent pouvoir etre rapportes a la congruence 
de tous les memes points qui etaient congruents auparavant. Cela veut dire, en 
d'autres termes, que la congruence de deux objets spatiaux ne depend pas de leur 
situation initiale, ou encore que toutes les parties de I'espace, lorsqu'on fait abs- 
traction de leurs bornes, sont congruentes les unes aux autres. 

«IV. On doit finalement attribuer encore a I'espace une propriete qui est 
analogue a la monodromie des fonctions d'une variable complexe, et qui exprime 
en elle-meme que deux corps congruents sont encore a nouveau congruents apres 
que I'un d'eux a subi une revolution complete autour d'un axe de rotation ai^bi- 
traire. Une rotation est caracterisee analytiquement en ceci qu'un certain nombre 
de points du corps en mouvement conservent leurs coordonnees inchangees au 
cours du mouvement ; un retour en arriere du mouvement est caracterise par le 
fait que les complexes de valeurs des coordonnees qui se transformaient aupara- 
vant continument I'un dans I'autre sont parcourus en sens inverse. Nous pouvons 
done exprimer le fait concerne comme suit : Lorsqu 'un corps rigide tourne autour 
de (n—l) de ses points et que ces points sont choisis de telle sorte que sa position 
ne depend plus que d'une variable independante, alors la rotation sans retour en 
arriere le reconduit finalementd la situation initiale dont il est parti. » 

Les axiomes de Monsieur de Helmholtz ici reproduits attribuent cer- 
taines proprietes aux mouvements de I'espace n fois etendu, et il s'agit 
essentiellement maintenant de determiner tous les systemes possibles de 
mouvements pour lesquels les proprietes indiquees se manifestent. Afin de 
pouvoir employer notre theorie des groupes pour resoudre ce probleme, 
nous devons avant toute chose montrer que nous avons au fond affaire ici 
a un probleme de la theorie des groupes. C'est ce qui se va se passer dans 
le prochain paragraphs 

§92. 

Consequences des axiomes helmholtziens. 

Le premier des axiomes helmholtziens exprime simplement que les 
mouvements continus sont possibles et il determine ce qui doit etre entendu 
en general par « mouvement continu ». 

Lorsqu'on considere un mouvement de I'espace n fois etendu, on 
s'imagine de la maniere la plus commode deux espaces n fois etendus 
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contenus I'un dans 1' autre, dont I'un est fixe, et 1' autre mobileQ; la nature 
particuliere du mouvement considere specifie alors de quelle maniere les 
points individuels de I'espace en mouvement modifient leur situation a I'in- 
terieur de I'espace fixe. Maintenant, 1' Axiome I demande que chaque mou- 
vement soit accompagne d'une modification continue des coordonnees du 
point qui se deplace. Par consequent, si nous nous imaginons un mouve- 
ment quelconque qui commence pour le temps t = et qui est continuel 
pendant un certain temps t, et si nous admettons qu'un point quelconque 
de I'espace mobile a les coordonnees xi, . . . , x„ au temps t = par rap- 
port a I'espace fixe, et qu'il a les coordonnees fi, . . . , j:„ au temps t, alors 
notre mouvement sera represente par des equations de la forme : 

(1) = F„{xi, . . . ,Xn,t) {u = l-n), 

qui pour t = se reduisent aux equations : = x^; avec cela, les sont 
des fonctions reelles de leurs arguments. 

Ainsi, nous voyons que chaque mouvement continu de I'espace n fois 
etendu foumit une famille continue de oo^ transformations ponctuelles 
reelles, et pour preciser, une famille dans laquelle est contenue la trans- 
formation identique. 

Pour ce qui touche a la nature des fonctions F^,, remarquons que Mon- 
sieur de Helmholtz presuppose en tout cas I'existence des quotients dif- 
ferentiels du premier ordre par rapport a x et a t ; cela decoule deja de 
r Axiome I, bien que ce ne soit pas enonce avec toute la certitude desi- 
rable, mais cela devient indubitable lorsqu'on envisage les calculs situes 
aux pages 202-206 de son travail. A cet endroit-la. Monsieur de Helm- 
holtz utilise par ailleurs aussi I'existence de certains quotients differentiels 
du second ordre, lorsqu'il differentie notamment d'abord par rapport a x 
et ensuite par rapport au parametre present, ce qui correspondrait au fait 
que les quotients differentiels des F^, par rapport a x sont differentiables de 
leur cote par rapport a t. 

On doit en outre observer que Monsieur de Helmholtz exclut de la 
consideration les circonstances ou la continuite est interrompue. Nous pou- 
vons exprimer cela plus rigoureusement, en etablissant, comme on le fait 
par ailleurs couramment, que Ton doit se restreindre dans toute la re- 
cherche a une portion limitee de I'espace, a I'interieur de laquelle toutes 
les fonctions qui se presentent et leurs premiers quotients differentiels sont 
continus ; il s'agit la de fixer les concepts d'une maniere qui est exactement 



1. En dimension deux, I'espace fixe sera une grande region rectangulaire et pla- 
naire, tandis que I'espace mobile, superpose tel une nappe liquide, glissera de par toutes 
ses parties, d'un seul tenant, avec des franges libres. 
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la meme que celle vers laquelle nous avons deja converge^ depuis toujours 
dans nos recherches generales sur les groupes continus. 

Dans son deuxieme axiome, Monsieur de Helmholtz caracterise plus 
precisement les mouvements de I'espace n fois etendu, lorsqu'il indique 
comment deux points quelconques de I'espace mobile mentionne ci-dessus 
se comportent I'un par rapport a 1' autre au cours des differents mouve- 
ments. Naturellement, les exigences de I'Axiome II, et egalement celles 
des axiomes suivants, se referent seulement aux points qui se trouvent a 
I'interieur d'une telle portion limitee de I'espace n fois etendu, et qui y 
demeurent aussi au cours du mouvement. 

Considerons notre espace mobile dans une situation quelconque a 
I'interieur de I'espace fixe et envisageons deux points quelconques de I'es- 
pace mobile, qui ont les coordonnees : . . . , yi . . .y^ par rapport a 
I'espace fixe ; les quantites : x1 . . . 2;° , y\ . . .y^^ possedent alors des va- 
leurs numeriques determinees, que nous pouvons cependant nous imaginer 
comme etant choisies de maniere absolument quelconque. En outre, soit 
Xi . . . Xn, yi ■ ■ ■ yri les coordonnees des deux points en question lorsqu'ils 
sont dans une autre position quelconque de I'espace mobile. Le deuxieme 
axiome helmholtzien demande alors qu'entre les coordonnees xi . . . Xn, 
yi ■ ■ ■ Vn, il existe une equation qui est independante de tous les mouve- 
ments, done une equation qui est aussi satisfaite, dans toute nouvelle posi- 
tion de notre paire de points, par les coordonnees de ses deux points. De 
plus, dans I'axiome, il apparait explicitement qu'entre les 2n coordonnees 
de toute paire de points qui appartient a un corps rigide, une telle equation 
doit exister. En cela reside le fait que 1' equation entre Xi . . . Xn, yi ■ ■ - Vn 
doit toujours etre une equation veritable, quelle que soit la maniere dont la 
position initiale : . . . x° , yi-.. y^ des deux points pent etre choisie0. 

Dans I'Axiome II, il est demande en plus que I'equation en question 
soit la meme pour toutes les paires de points congruentes, done pour toutes 
les paires de points qui peuvent etre envoyees I'une sur 1' autre par les mou- 
vements ; par consequent, elle ne depend, en dehors de xi . . . x„, yi ■ ■ ■ yn, 
que des coordonnees quelconques d'une paire de points congruents que 
Ton peut choisir librement, par exemple de . . . y° . . . y^, done cette 



2. A ce sujet, voir les principes de pensee p.l76lsq. 

3. On s'attend a ce que Fequation mentionnee depende des quatre variables x, y, x° 
et ?/°, comme c'est le cas pour I'equation ||a; — y|| = ||a;° — ?/°|| qui exprime la conservation 

1 /2 

de la norme euclidienne \\z\\ :— (zf + • • • + z^j) a travers tous les deplacements. 
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equation peut etre rapportee a la forme0 : 

(2) . . . , y^... y^, xi . . . x„, yi . . . yn) = 0. 

En particulier, cette equation doit encore etre satisfaite lorsque la paire de 
points Xj,, y,y coincide avec la paire de points et comme on peut 

donner aux quantites y^ des valeurs numeriques quelconques, et que 
done par suite il ne peut pas exister de relation seulement entre : 
yi-.. y^, il en decoule que I'equation (2) doit se reduire a une identite 
lorsqu'on fait la susbstitution : 

Xu = xl, yu = yl {u = l-n). 

De la, il suit en meme temps que (2) ne peut pas etre libre de toutes les 2n 
quantites ?/°. 

A present, imaginons-nous que la paire de points x^, y^ est soumise a 
un mouvement continu qui est represente par I'equation (1) ; elle est ainsi 
envoyee sur une nouvelle paire de points, dont les points possedent les 
coordonnees : 

{Pi/ Fu . . . X„ , 
t)u = F„{yi ...yn, t) 
{u = l-n) 

dans I'espace fixe. Puisque cette nouvelle paire de points doit satisfaire la 
meme equation que la paire de points x^, yu, il en decoule que I'equation : 

(2') <l'(x°...x°, yl..yl j:i...j:„, i)i...t)„) =0 

est valide, quelle que soit la valeur de t. Si nous effectuons la substitu- 
tion (3) dans cette equation, nous obtenons une equation entre Xi . . . x„, 
2/1 ...?/„ et t qui doit etre satisfaite pour toutes les valeurs de t. Si nous 
nous souvenons ici que xi . . . x„, yi . . . ?/„ sont lies par la relation (2) et 
que cette relation doit etre independante de tous les mouvement, alors nous 
realisons que par la substitution (3), I'equation (2') doit se transformer en 
une equation qui est equivalente a (2). Si tel n'etait pas le cas, alors par 
la substitution (3), I'equation (2') ne se transformerait pas en une equation 
qui est une consequence de (2), done I'equation (2) entre les coordonnees 
des paires de points mobiles ne serait manifestement pas independante du 
mouvement, mais au contraire, elle changerait au cours du mouvement. 

Puisque I'equation (2) ne peut pas etre libre des 2n quantites x°, y^, 
nous sommes autorises a nous imaginer qu'elle est resolue par rapport a 

4. Plus bas, I'equation (7) ramenera encore plus precisement cette relation syncre- 
tique a la forme symetrique et resolue n{x, y) = ^l{x^, ?/°). 



Critique des reclierclies helmlioltzlennes. 21 7 

I'une de ces quantites, par exemple, par rapport a ?/° : 

(4) yl = ^{x\...xl, y[...yl_^, xi . . .Xn, yi ■ ■ .yn)- 

D'apres ce qui a ete dit a Tinstant, on obtient a present que I'equation : 

(4') ?/° = . . . 4 , ?/° . . . i/°„i, fi . . . t)i . . . t)„) 

se transforme en (4) par la substitution (3), et puisque nous pouvons attri- 
buer aux quantites x^, y^ toutes les valeurs numeriques quelconques, ceci 
doit valoir aussi quelles que soient les valeurs que peuvent avoir y^, 
c'est-a-dire que I'equation : 

^ 1 / \ 

[ = ip[x^...x^, y^... xi...xn, yi... yn) 

doit se transformer en une identite par la substitution (3). 

Tout ceci reste encore vrai aussi, lorsque Ton attribue aux quanti- 
tes : ... yj* •• • Vn-i valeurs numeriques determinees : ai . . . a„, 
/3i . . . Pn-i ; si done nous posons : 

ip{ai ...an, /3l . ..Pn-l, Xi . ..Xn, ?/l • • • 2/n) = ^ (^^l • • - X^, ?/i . 

nous obtenons a partir de (5) I'equation : 

(6) . . t)i. = ^{Xi ...Xn, yi...yn), 

qui se transforme egalement en une identite par la substitution (3). Nous 
trouvons ainsi que les deux points xi . . .Xn,yi . . .yn possedent I'invariant : 
^l[xi . . . Xn, yi . . . yn) relativement aux oo^ transformations (1). En meme 
temps, il en decoule que I'equation (2), ou I'equation (4) qui lui est equi- 
valente, peut etre rapportee a la forme|j : 

(7) n{xi ...Xn, yi...yn) = ^{Xi . . .2;°, ?/°) . 

Les equations (1) representent un mouvement quelconque parmi les 
mouvements continus qui sont admissibles, et ce, de la maniere la plus 
generale possible ; les memes considerations que celles emises auparavant 
montrent alors que la fonction Q(^xi . . . x„, yi . . . yn) des coordonnees de 
la paire de points xi . . .Xn, yi . . .yn conserve sa valeur numerique a tra- 
vers tous les mouvements dont est susceptible cette paire de points ; et que 
done, en prenant pour base le deuxieme axiome helmholtzien, chaque paire 
de points appartenant a I'espace mobile mentionne precedemment possede 
un invariant relativement a tous les mouvements. En d'autres termes : 

5. Cette derniere equation deduite, aussi bien que I'equation abstraite (7) postu- 
lee p. 11631 refere semantiquement a la conservation dist(x,2/) = dist(a;°, y") d'une 
« distance » en un certain sens generalise ; les resultats de la recherche le preciseront. 
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Soit : 



(v = l---n) 



la famille de oo transformations qui est determinee par un mouvement 
continu quelconque de I'espace nfois etendu, alors deux points : xi . . . Xn, 
yi ■ ■ - Vn possedent toujours un invariant : 



relativement a la famille {I); et pour preciser, les deux points ont cet inva- 
riant relativement a toute famille de oo^ transformations, qui est specifiee 
comme etantl'un des mouvements continus admissibles de I'espace le plus 
general possible. 

Toutefois, on doit souligner que I'existence d'un tel invariant est 
seulement une consequence du deuxieme axiome helmholtzien, et qu 'en 
revanche, V exigence qu 'il doit exister un tel invariant ne peut pas etre sub- 
stituee completement a cet axiome. 

En effet, le deuxieme axiome demande, comme nous I'avons vu plus 
haut, qu'entre les coordonnees de deux points distincts I'un de I'autre dans 
notre espace mobile, il existe une equation independante du mouvement, 
et pour preciser, une veritable equation^, done une equation qui n'est pas 
sans signification pour une paire de points individuelle. Si maintenant deux 
points : . . . x„ et 2/1 . . . j/„ de I'espace mobile ont I'invariant : Vl{x, y) re- 
lativement a tous les mouvements, alors il s'ensuit — a vrai dire en toute 
generalite — qu'entre leurs 2n coordonnees, il existe une equation inde- 
pendante de tous les mouvements, a savoir I'equation : 



dans laquelle les deux systemes de valeurs distincts I'un de I'autre : 
xi - . .x^^ et : . . .y^, designent les coordonnees de la paire de points : 
Xi . . . Xn, yi . . .yn dans une situation initiale quelconque bien definie de 
I'espace mobile ; dans certains cas exceptionnels, il peut cependant se 
produire que (7) ne represente pas d'equation veritable entre xi . . . Xn, 
yi ■ ■ ■ yn, par exemple lorsque le membre de droite de (7) prend une forme 
absolument nuUe pour certains systemes de valeurs : x^ . . . x° , . . . yn- 

II s'ensuit de la qu'afin d'epuiser completement le contenu du 
deuxieme axiome helmholtzien, nous ne pouvons pas nous contenter, pour 
toute paire de points, de requerir I'existence d'un invariant, mais nous de- 
vons encore ajouter une deuxieme exigence, qui peut s'enoncer de la ma- 
niere suivante : 




(7) 



Q{xi ...Xn] yi...yn) = ^{ 



Xi . . . Xn] yi ■ ■ ■ yn) 



6. En toute rigueur, Helmholtz a effectivement oublie de requerir que F equation 
invariante soit non triviale, sain reflexe logique dont nul geometre ne doit manquer 
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U invariant Vl{xi . . . yi - ■ ■ ?/„) de la paire de points : Xi . . . x„, 
yi . . .yn doit etre constitue de telle sorte que V equation (7) soit toujours 
une equation veritable entre xi . . .Xn et yi . . . yn, quelles que soient les 
dijferentes valeurs numeriques qu 'on puisse donner a . . . y° • • • Vn- 

II va de soi que cette exigence doit etre satisfaite seulement pour les 
systemes de valeurs : x\ . . .x'^,yi . . .y^ qui appartiennent a la region limi- 
tee de I'espace n fois etendu qui a ete mentionneee precedemment. 

Avant que nous passions a la consideration du troisieme axiome helm- 
holtzien, nous voulons auparavant mentionner certaines consequences qui 
se laissent deduire de I'existence de I'invariant Vl{x, y). 

Supponsons que les equations : 

(8) X^ = Fi,{xi. . .Xn] t) {v = l-n) 

et 

(9) x'l = . . r) {u = i-n) 

representent deux mouvements continus quelconques de I'espace n fois 
etendu. Si nous nous imaginons d'abord le mouvement (8) s'accomplissant 
pendant le temps t, et ensuite le mouvement (9) pendant le temps r, alors 
le point : xi . . . Xn se trouvera finalement dans la position : x'( . . . qui 
est definie par les equations : 

(10) x'; = $4Fi(x,t)...F„(x,t); r) (u = i-n). 

Maintenant, comme ces equations (10) representent evidemment une trans- 
formation, on en deduit que par I'effectuation de deux mouvements I'un a 
la suite de 1' autre, on obtient toujours une certaine transformation de I'es- 
pace. La meme chose vaut naturellement lorsqu'on effectue un nombre 
quelconque de tels mouvements I'un a la suite de 1' autre. 

Si nous nous souvenons maintenant que les deux points : xi . . . Xn, 
yi . . .yn ont I'invariant y) non seulement relativement a la transfor- 
mation (8), mais aussi relativement a la transformation (9), nous voyons 
alors immediatement qu'ils possedent cet invariant relativement a toute 
transformation (10), et plus generalement, relativement a toute transforma- 
tion qui est obtenue par accompli ssement de plusieurs mouvements I'un a 
la suite de 1' autre. Par consequent : 

Si I 'on effectue un mouvement continu, ou plusieurs mouvements de 
cette sorte I'un a la suite de V autre, alors on obtient toujours une trans- 
formation relativement a laquelle deux points quelconques : x^ et y^ ont 
I'invariant Q{x, y). 

Au moyen du mouvement continu le plus general possible qui soit 
admissible, une certaine famille de transformations de I'espace est done 
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specifiee de telle sorte que, relativement a cette famille, deux points Xy 
et ont I'invariant Vl{x, y). Nous ne pouvons pas dire pour I'instant de 
quelle nature particuliere est faite cette famille, puisque c'est le troisieme 
axiome helmholtzien qui donne la premiere information la-dessus. On ne 
peut d'ailleurs meme pas encore conclure du contenu du deuxieme axi- 
mome que deux points doivent avoir seulement un invariant. 

Le troisieme axiome de Monsieur de Helmholtz {voir p. l212[ lignes 1 
all ci-dessus) est constitue de deux parties. 

La premiere partie (1. 1 a 5) peut etre, si Ton tient compte de ce qui a 
ete dit auparavant, formulee de la maniere suivante : chaque point de I'es- 
pace mobile doit pouvoir etre deplace continument dans le lieu de chaque 
autre point de cet espace, tant qu'il n'est pas restreint par le fait que les 
invariants de toutes les paires de points de 1' espace mobile auquel il appar- 
tient doivent conserver leur valeur numerique au cours du mouvement. 

En cela reside le fait que chaque invariant que possede un systeme 
quelconque de points : Pi, -Ps • • relativement a tous les mouvements, 
doit se laisser exprimer au moyen des invariants des paires de points qui 
sont contenues dans le systeme. Si en effet J est un invariant quelconque 
que le systeme de points : Pi, P2, ^3 • • • a relativement a tous les mouve- 
ments, alors la fonction J conserve sa valeur numerique au cours de tous 
les mouvements. Si maintenant J ne se laissait pas exprimer au moyen des 
invariants des paires de points : Pi, P2 ; Pi, P3 ; P2, P3 ; . . . , alors la mo- 
bilite du systeme de points : Pi, P2, P3 . . . ne serait pas seulement limitee 
par le fait que les invariants de ces paires de points-la devraient conser- 
ver leur valeur numerique au cours du mouvement, mais elle serait aussi 
limitee par la condition independante par rapport a celles-la que J doit 
conserver toujours sa valeur numerique; mais cela contredirait 1' axiome 
pose ci-dessus. 

II suit alors de la premiere partie du troisieme axiome helmholtzien 
qu'un point n'a absolument aucun invariant relativement a tous les mou- 
vements et que trois points (ou plus) ne possedent, relativement a tous les 
mouvements, que les invariants qui s'expriment au moyen des invariants 
des paires de points qui sont contenues en eux ; autrement dit : un point 
individuel n 'a en general aucun invariant ; deux points ont en tout cas un 
invariant relativement a tous les mouvements possibles ; mais au contraire, 
trois points (ou plus) n'ont aucun invariant essentiel. Mais comme nous 
ne Savons cependant pas encore si cette propriete des mouvements peut 
etre substituee entierement a 1' exigence qui est posee dans cette premiere 
partie-la, nous devons comme auparavant ajouter I'exigence que chaque 
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point P de 1 'espace mobile est limite dans son mouvement seulement par 
les invariants qu'il a avec les autres points de V espace mobile. 

II reste maintenant encore a discuter de la deuxieme partie du troi- 
sieme axiome helmholtzien {voir p. l212l 1. 6-1 1 ci-dessus). 

La deuxieme partie de 1' Axiome III semble au premier coup d'oeil ne 
contenir que des consequences de la premiere partie, et c'est visiblement 
ainsi que Monsieur de Helmholtz a voulu I'entendre. II en va cependant 
tout autrement. Certes les lignes 6-9 expriment seulement des faits qui 
sont consequences immediates des hypotheses posees precedemment, en 
particulier les mots : «le premier point . . . mobile » ne sont qu'une autre 
maniere d'exprimer le fait qu'un point individuel ne possede aucun inva- 
riant. Mais dans les lignes 10 et 11 se glisse une nouvelle supposition qui 
n'est pas consequence des precedentes. 

Monsieur de Helmholtz s' imagine en effet qu'un certain nombre, di- 
sons m, de points : Pi, P2, • • • Pm de I'espace mobile sont fixes. D'apres 
r Axiome II, il existe alors pour les coordonnees de chaque autre point P 
de I'espace mobile certaines equations, qui expriment que les invariants 
des m paires de points : P, Pi ; P, P2; . . . ; P, P-m conservent leur valeur 
numerique au cours de tous les mouvements encore possibles. Mais les 
hypotheses qui precedent ne disent rien sur la nature et sur le nombre de 
ces equations, ce au sujet de quoi certaines suppositions qui sont faites 
tacitement aux lignes 1 1 et 12 donnent un premier eclaircissement. 

Monsieur de Helmholtz demande dans ces circonstances la chose sui- 
vante, que nous pouvons exprimer ainsi : si les m points Pi, P2, • • • Pm sont 
fixes, il doit exister entre les n coordonnees de chaque autre point P exac- 
tement m (mais pas plus) equations, et ces equations doivent generalement 
etre independantes les unes des autres, c'est-a-dire, qu'elles doivent etre 
independantes les unes des autres aussi longtemps que Pi . . . P^ sont des 
points mutuellement en position generaleQ. 

II suit de la tout d'abord qu'apres fixation d'un point Pi, il existe une 
et une seule equation pour tout autre point P ; et comme un point individuel 



*. Ainsi doivent etre compris les mots des lignes 6-11 de F Axiome III ci-dessus. 
Monsieur de Helmholtz dit ici, certes d'une maniere qui n'est pas explicite, que lorsque 
le premier point d'un systeme rigide en lui-meme est fixe, il doit exister une et une seule 
equation pour chaque autre point; et puisqu'il ajoute alors ; «rune de ses coordonnees 
devient une fonction des {n — 1) coordonnees restantes », il est clair qu'il exclut F exis- 
tence de deux equations pour le deuxieme point. II resulte egalement de maniere distincte 
de tout cela qu'apres fixation de m points, alors pour tout autre point, il doit exister exac- 
tement m equations qui sont en general independantes les unes des autres. 
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ne doit avoir aucun invariant, il en decoule que deux points ont un et un seul 
invariant. 

En outre, les exigences helmholtziennes montrent qu'apres fixation de 
m points : Pi . . . qui sont mutuellement en position generale, un mou- 
vement continu est encore toujours possible, tant que m a I'une des valeurs 
1, 2, . . . , n — 1, mais qu'au contraire, dans le cas m = n, aucun mouvement 
continu n'est plus possible, et qu'apres fixation de n points tels, tous les 
points de I'espace demeurent plutot generalement au repos. Si en effet les 
m points : Pi . . . P^ sont fixes, il existe alors entre les n coordonnees de 
tout autre point P en position generale m equations independantes les unes 
des autres. Et puisque, d'apres ce qui precede, lorsqu'on tient compte des 
hypotheses admises, ce sont les seules conditions auxquelles la mobilite 
de P est soumise, il en decoule que P peut encore etre envoye sur chaque 
autre point P' dont les coordonnees satisfont ces m equations-la, et qui est 
lie a P par une serie continue de tels points. Si done en particulier m a la 
valeur n, alors le point P ne peut plus effectuer aucun mouvement continu, 
mais il doit au contraire rester au repos. 

Nous avons vu plus haut qu'en accomplissant un nombre quelconque 
de mouvements continus I'un apres I'autre, on obtient toujours une trans- 
formation ponctuelle de Rs parfaitement determinee. Nous pouvons main- 
tenant donner des explications plus precises sur la famille des transforma- 
tions qui sont engendrees de cette maniere. 

Considerons notre espace mobile dans une situation quelconque a 
I'interieur de I'espace fixe. Soit n points Pi . . . P„ qui sont mutuellement 
en position generale dans I'espace mobile et . . . ^„ les points de I'es- 
pace fixe avec lesquels ils coincident exactement. Si ensuite P est un autre 
point quelconque de I'espace mobile, alors P a aussi une position entie- 
rement determinee a I'interieur de I'espace fixe, car il n'existe plus aucun 
mouvement continu tel que Pi . . . P„ conservent completement leur posi- 
tion : ^i ... 

Maintenant, imaginons-nous que I'espace mobile est soumis a un 
nombre quelconque de mouvements continus. Nous allons voir que la 
transformation la plus generale de P„ que Ton peut obtenir de cette ma- 
niere ne depend que d'un nombre fini de parametres arbitraires. 

En effet, par un mouvement continu, nous pouvons tout d'abord trans- 
ferer le point Pi de la position *Pi vers tout autre point et par conse- 
quent, la position la plus generale de ^i depend de n parametres arbi- 
traires. Si Ton choisit %i'i fixe, alors P2 peut encore etre transfere vers tout 
autre point ^2 Qui satisfait une certaine equation, done depend encore, 
lorsqu'on a choisi %i'i, de n—1 parametres, et ainsi de suite. En bref, par des 
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mouvements continus, nous pouvons parvenir a ce que Pi . . . P„ re9oivent 
les position nouvelles ■ ■ ■ ^'n, ou le systeme de points : ^[ . . . de- 
pend de : 

n + {n- 1) + in-2) + ■ ■ ■ + 1 = 

parametres. Mais avec cela, toutes les possibilites sont aussi epuisees, car 
aussitot que Fi . . . F„ re9oivent la nouvelle position :^[... tout autre 
point P de I'espace mobile re9oit en meme temps une nouvelle position 
completement determinee, puisqu'il n'y a plus aucun mouvement continu 
au cours duquel . . . demeurent entierement au repos. 

En cela reside le fait que, par le transfert du systeme de points 
Pi . . . Pn depuis la position initiale : . . . ^„ vers la nouvelle position : 
^'i . . . ^'n, une transformation ponctuelle entierement determinee est de- 
finie de maniere unique ; quelle que soit la fa^on dont ce transfert puisse 
etre effectue par une serie de mouvement continus se succedant I'un apres 
r autre, on obtient toujours la meme transformation ponctuelle quand on ef- 
fectue ces mouvements I'un apres I'autre. Maintenant, puisqu'il y a exac- 
tement | n{n + 1) parametres arbitraires a disposition pour le choix du 
systeme de points . . lorsqu'on s'imagine le systeme de points 
Pi . . . Pn deplace de toutes les manieres possibles, il en decoule que I'en- 
semble de toutes les transformations ponctuelles, qui peuvent etre obtenues 
par un nombre quelconque de mouvements continus de I'espace mobile a 
partir d'une position initiale determinee, constitue une famille ayant exac- 
tement | n{n + 1) parametres essentiels. 

Remarquons ensuite que cette famille de transformations ponctuelles 
est independante du choix de la position initiale de I'espace mobile, parce 
que, quelle que soit la maniere dont on choisit la position initiale, il y a tou- 
jours n points Pi . . . P„ de I'espace mobile qui coincident avec les points : 
^1 . . . de I'espace fixe. En cela reside le fait que la famille de transfor- 
mations ponctuelles ainsi definie a I'instant constitue un groupe. En effet, 
si au moyen d'une transformation quelconque de notre famille, nous ame- 
nons I'espace mobile de la position P a la position R', et si ensuite, au 
moyen d'une autre transformation de notre famille, nous I'amenons de la 
position R' a la position R", alors il y a toujours une transformation entiere- 
ment determinee appartenant a la famille, grace a laquelle P se transforme 
en R". 

Le groupe que Ton trouve de cette maniere est surement transitif, car 
il peut envoyer tout point de I'espace sur tout autre point. De plus il est 
facile de voir que ses transformations sont ordonnees ensemble par paires 
de transformations inverses. En effet, si 5* est la transformation de notre 
groupe qui envoie ^i . . . sur ^i . . . alors il est toujours possible. 
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au moyen d'un certain nombre de mouvements continus, de parvenir a 
ce que les points de I'espace mobile, qui coincident avec ■ ■ ■ dans 
une situation quelconque de cet espace, arrivent finalement a la position : 
^1 . . . Ainsi fait toujours partie de notre groupe en meme temps 
que S. 

Enfin, on pent aussi demontrer que notre groupe, que nous voulons 
appeler brievement g, est continu. En effet, s'il ne I'etait pas, d'apres le 
Tome I, Chap. 180, il serait compose d'une serie de families continues 
separees, dont chacune contiendrait | n{n + 1) parametres et parmi ces fa- 
milies, il y en aurait une qui est continue et qui constituerait un groupe g a 
I n{n+l) parametres contenant des transformations inverses parpaires. Ce 
groupe g serait le seul auquel appartient la transformation identique, parmi 
les families continues concemees. Mais maintenant, chaque famille conti- 
nue de oo^ transformations qui est determinee par un mouvement continu 
contient la transformation identique (voir p. 12141) et elle fait done partie du 
groupe Q ; par consequent, le groupe q comprend aussi toutes les transfor- 
mations qui proviennent de 1' accompli ssement d'un nombre quelconque 
de mouvements continus I'un apres 1' autre. II en decoule que g est contenu 
dans g et comme g etait un sous-groupe de g, nous pouvons conclure que 
g coincide avec g, c'est-a-dire que g est effectivement continu. 

Avec les hypotheses qu'a faites de Monsieur de Helmholtz, I'enonce 
suivant est done valide : 

Lorsqu'on ejfectue un nombre quelconque de mouvements continus 
de I'espace les uns d la suite des autres, parmi ceux qui sont les plus ad- 
missibles possibles, on obtient un groupe continu fini transitif g de trans- 
formations reelles qui renferme exactement | n{n + 1) parametres et dont 
les transformations sont inverses I'une de V autre par paires. 

II va alors de soi que relativement a ce groupe, deux points ont un et un 
seul invariant, et que s > 2 points n'ont pas d' invariant essentiel. En effet, 
si deux points possedaient par exemple plus d'un invariant relativement au 
groupe, ils possederaient alors evidemment aussi cet invariant relativement 
a tous les mouvements continus, alors qu'ils ne doivent avoir qu'un seul 
invariant relativement a ces mouvements. 

Grace a ce qui precede, il a ete demontre que nous avons affaire a un 
groupe continu fini et que relativement a ce groupe, deux points ont un et 
un seul invariant, tandis que s > 2 points n'ont pas d' invariant essentiel. 
Nous avons deja etudie dans le Chapitre 20 les groupes de cette espece. 



7. Ce chapitre est consacre a I'etude des groupes de transformations comportant 
plusiseurs composantes connexes. 
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et bien que nous nous soyons limites, a ce moment-la, a I'espace de di- 
mension trois, on peut neanmoins appliquer immediatement au cas de I'es- 
pace n fois etendu au moins une partie des raisonnements conduits a cet 
endroit-la, a savoir les developpements des pages 1 1601 - 11671 Nous recon- 
naissons ainsi que chaque groupe ayant la constitution definie a 1' instant 
possede les proprietes suivantes : si un point en position generale est fixe, 
alors tout autre point en position generale peut recevoir encore oo"^^ posi- 
tions differentes ; si on fixe deux points qui sont mutuellement en position 
generale, alors tout autre troisieme point en position generale peut encore 
recevoir oo""^ positions differentes, etc. ; pour etre bref, nous trouvons que 
la finitude du groupe et que les hypotheses faites sur les invariants de deux 
points (ou plus) qui ont ete indiquees a la page 12211 se deduisent des exi- 
gences de Monsieur de Helmholtz, a savoir des exigences qu'apres fixation 
d'un point, il existe une et une seule equation pour tout autre point, et ainsi 
de suite. Ainsi, nous n'avons plus besoin de mentionner specialement ces 
exigences. 

Finalement, on peut encore mentionner que le groupe continu fini g 
qui est determine par les mouvements continus de I'espace se trouve etre lie 
encore d'une maniere simple a un autre groupe. Nous entendons le groupe 
g' de toutes les transformations ponctuelles pour lesquelles deux points 
quelconques x^, ont I'invariant Vl{x, y). 

II est a I'avance clair qu'il existe un tel groupe g' , car, quelle que 
soit la maniere dont nous pouvons choisir la fonction Vl{x, y), il y a tou- 
jours des transformations relativement auxquelles deux points ont I'inva- 
riant y), et aussi, 1' ensemble de ces transformations constitue toujours 
un certain groupe, qui a vrai dire peut eventuellement se reduire a la trans- 
formation identique. 

Dans notre cas, il est maintenant facile de voir que la transformation 
la plus generale de g' contient exactement | n{n+l) parametres arbitraires, 
ce qui decoule tout simplement de la propriete particuliere qu'a I'invariant 
^l{x, y), sous les hypotheses ici posees. Par consequent, il est clair que g 
est le plus grand groupe continu contenu dans g' ; si g' devait etre lui-meme 
continu, alors il coinciderait naturellement avec g. 

§93. 

Formulation des axiomes helmholtziens 
en termes de theorie des groupes. 

Nous allons maintenant rassembler les resultats des precedents pa- 
ragraphes. Afin de pouvoir nous exprimer d'une maniere plus commode, 
nous voulons toutefois appeler brievement le groupe defini a la page 12241 
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un groupe des mouvements de En conformite avec cela, nous appelons 
brievement chaque transformation de ce groupe un mouvement, de telle 
sorte que par « mouvement » nous entendons toujours une transformation 
qui transforme I'espace mobile d'une situation vers une autre situation. Ce 
que nous avons appele jusqu'a present un mouvement continu est mainte- 
nant simplement une famille continue de oo^ mouvements, dans laquelle 
est contenue la transformation identique. 

Cette maniere de s'exprimer correspond manifestement a la maniere 
maintenant habituelle de s'exprimer dont nous avons deja use auparavant, 
lorsque nous parlions du groupe des mouvements euclidiens, sachant aussi 
que nous entendions chaque fois par « mouvement » une transformation de 
ce groupe. 

A present, en coUectant les resultats des paragraphes precedents, nous 
pouvons dire que les trois premiers axiomes helmholtziens ont la meme 
signification que les exigences suivantes : 

A) Chaque point de I'espace nfois etendu pent etre determine par n 
coordonnees : xi . . . Xn- 

B) Un groupe continu fini qui est reel et transitifet que nous appelons 
groupe des mouvements : 

(11) X'^ = fy[xi. . .Xn, ai. . .ar), {v = l-n) 

est determine par tous les mouvements possibles dans I 'espace. Le nombre 
r de parametres de ce groupe possede la valeur ^n{n+ 1) etles transfor- 
mations du groupe sont inverses I'une de V autre par paires. Les fonctions 
fi . . . fn sont non seulement dijferentiables par rapport aux x, mais aussi 
par rapport aux a et les quotients differentiels par rapport aux x sont de 
leur cote a nouveau dijferentiables par rapport aux a. 

C) Relativement au groupe (11), deux points ont un et un seul 
invariant, et s > 2 points n'ont aucun invariant essentiel. Si : 
j{xi . . .Xn] yi-'-Un) est I'invariant des deux points x^ et y^, alors 
on doit pouvoir delimiter a I'interieur de I'espace n fois etendu une 
certaine region nfois et endue de telle sorte que les relations : 

(12) J{xx. . .XnWl. . . Vn) = J{xl. . .Xn] Vi- . . 2/°) 

fournissent toujours une equation veritable entre : xi . . . Xn, Hi ■ ■ ■ Un, 
quels que soient les points distincts I'un de V autre que I' on puisse aussi 
choisir pour x^ . . . Xn, Vi ■ ■ - Vn dans la region. 

D) A I'interieur de la region definie a I 'instant, tous les points sont 
parfaitement et librement mobiles par le groupe (11), tant qu'ils ne sont 
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pas lies par les invariants que les paires individuelles de points ont rela- 
tivement au groupe. Si done par exemple : . . .x'^; ?/° . . . sont deux 
points distincts quelconques de cette region-la, alors, aussitot que le pre- 
mier d'entre eux est fixe, le second peut occuper encore toutes les posi- 
tions : yi . . .yn qui satisfont les equations : 

(13) J(x? . . . x° ; 2/1 . . . = J(x? ... ?/?... 2/°) , 

oil il est suppose que depuis yi ■ ■ ■ y^ vers yi . . . yn, une transition continue 
qui ne comporte que des systemes de valeurs reelles satisfaisant (13), est 
possible. 

A cela s'ajoute maintenant encore le quatrieme axiome helmholtzien, 
que nous n'avons encore pas pris en consideration jusqu' a present, celui 
qu'on appelle souvent V Axiome de monodromie. Nous pouvons maintenant 
lui donner la version suivante : 

E) Si, a I'interieur de la region introduite ci-dessus, on fixe n — 1 
points mutuellement en position generale qui sont choisis de telle sorte 
qu 'ils ne restent au repos simultanement que par Faction d'un groupe a un 
parametre de mouvements, et si Xf est la transformation infinitesimale de 
ce groupe a un parametre, alors les equations finies correspondantes : 

(14) x'^ = X^ + jX X^ + j^XX X^ -\ (u = l-n) 

doivent etre constituees de telle sorte que, si t crott toujours a partir de 
la valeur nulle, tous les autres points : xi . . .Xn de la region reviennent 
finalement tous en meme temps a leur position initiale. Brievement, il est 
demande que les equations (14) representent un mouvement qui a une pe- 
riode reelle. 

§94. 

Critique des conclusions que IVIonsieur de Helmholtz 
tire de ses axiomes. 

Dans les precedents paragraphes, nous avons donne aux axiomes 
helmholtziens une version qui fait ressortir clairement le caractere « theorie 
des groupes » qu'a le probleme dans son ensemble. Nous voulons mainte- 
nant examiner d'une maniere critique les consequences que Monsieur de 
Helmholtz a tirees de ses axiomes. Afin de pouvoir effectuer cela de la ma- 
niere la plus commode possible, nous traduisons tout d'abord ces conse- 
quences dans le langage de la theorie des groupes, autant qu'il est possible. 
Comme Monsieur de Helmholtz s'est restreint dans sa recherche a I'espace 
de dimension trois, nous faisons naturellement de meme. 
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Dans I'espace a trois dimensions chaque groupe de mouvements qui 
satisfait les exigences helmholtziennes est a six parametres. Monsieur de 
Helmholtz considere maintenantQ, comme nous pouvons I'exprimer, tous 
les mouvements contenus dans le groupe, qui laissent invariant un point 
determine. Puisque le groupe des mouvements est transitif, I'ensemble de 
tous les mouvements qui laissent au repos un point determine, constitue un 
groupe a trois parametres. Si, par souci de simplicite, nous nous imaginons 
que le point invariant est choisi comme etant I'origine des coordonnees, 
alors les equations de ce groupe a trois parametres ont la forme : 



ou les constantes A, /x, z/ et les termes d'ordre superieur qui ont ete suppri- 
mes ne dependent que de trois parametres arbitraires et oia le determinant 
des A, ji, V ne s'annule sijrement pas identiquement. 

Cependant, Monsieur de Helmholtz ne considere pas le groupe (15) 
lui-meme, mais il etudie seulement de quelle maniere les points infiniment 
proches de I'origine des coordonnees sont transformes par le groupe (15), 
autrement dit : il se restreint a la consideration des transformations : 



que Ton obtient lorsqu'on differentie les equations (15) et que Ton pose 
ensuite : x = y = z = 0. II est clair que ces transformations en les va- 
riables : dx, dy, dz forment un groupe, et pour preciser, nul autre groupe 
que le groupe lineaire homogene qui est attache [zugeordnet] a I'origine 

*. Gott. Nachr. 1868, p. 202 sq. La maniere dont il construit ces mouvements est 
remarquable. 11 selectionne un mouvement determine S, par lequel un point determine 
Pi est envoye vers une nouvelle position P, et d'un autre cote, il s'imagine disposer du 
mouvement le plus general contenu dans le groupe, par lequel Pi est egalement envoye sur 
P. Sous ces hypotheses, S~^T est visiblement le mouvement le plus general appartenant 
au groupe au cours duquel P reste au repos. Avec cela, il est demontre non seulement 
qu'il y a de tels mouvements, mais aussi que les equations des mouvements concernes 
peuvent etre rapportees a une forme telle qu'elles peuvent s'appliquer aux points qui 
sont infiniments voisins de P. Naturellement, Monsieur de Helmholtz ne calcule pas du 
tout de maniere symbolique avec les transformations ; chez lui, le concept de famille de 
transformations ne se rencontre pas meme une seule fois explicitement. En utilisant les 
concepts et les manieres de s'exprimer de la theorie des groupes, nous donnons en general 
une forme plus rigoureuse aux developpements helmholtziens. 



(15) 




(16) 
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des coordonnees par tous les mouvements du groupe, et qui indique no- 
tamment comment sont transformes les elements lineaires : dx : dy : dz 
passant par I'origine des coordonnees, des qu'on I'a fixee (voir Tome I, 
Theoreme 109, p. 6030). 

Jusqu'a ce point, les developpements de Monsieur de Helmholtz sont 
irreprochables. Mais maintenant, il admet tacitement et sans un mot de 
justification que tous ses axiomes, qu'il a poses au sujet des mouvements 
encore possibles apres fixation d'un point, peuvent aussi s'appliquer aux 
points qui sont infiniment voisins du point fixe, et done que s'ils s'ap- 
pliquent a des points finiment eloignes les uns des autres, il s'ensuit qu'ils 
s'appliquent en meme temps a des points infiniment voisins. Pour I'expri- 
mer plus precisement : il s' imagine le groupe lineaire homogene : 

{x = Xix + X2y + Xs z 
y' = Hix + H2y + Hsz 
Z' = ViX + V2y + V'iZ 

comme un groupe de mouvements qui laisse invariante I'origine des coor- 
donnees, et il pose a I'avance que le groupe (16') satisfait alors toujours 
ses axiomes, lorsque le groupe (15) les satisfait. C'est sur cette supposition 
que reposent tous ses developpements subsequents. 

Nous voulons d'abord montrer que cette supposition a la meme si- 
gnification qu'une autre supposition, que Ton peut exprimer de maniere 
appropriee, et ensuite, au moyen d'une serie d'exemples, nous allons mon- 
trer clairement Virrecevabilite de cette supposition dans son integralite. 

Le groupe (15) est engendre par trois transformations infinitesimales 
de la forme : 

' (ttfci x + ak2y + OLkzz^ )p+ 

^^^^ ^ + Wki X + f3k2y + l3k3Z ^ )q+ 

I + (7fci a; + 7fc2 ?/ + 7fe3 ^ H )r 

(fc = l,2,3), 

oil les a, /3, 7 designent des constantes et oii les termes supprimes sont 
d'un ordre superieur par rapport a x, y, z. Le groupe a six parametres de 
tous les mouvements contient encore, hormis les transformations infinite- 
simales (17), trois transformations de la forme : 

(18) P+-- - , q + --- , r + ---. 

1. Ce theoreme enonce que chaque groupe Xif,..., Xrf de I'espace Xi, . . . ,Xn 
associe a tout point xf, . . . ,x'^ fixe en position generale un groupe lineaire homogene 
de Rn parfaitement determine, lequel indique de quelle maniere sont transformes les ele- 
ments lineaires passant par ce point. 
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D'un autre cote, le groupe (16') est le groupe reduit associe au groupe (17), 
et ses transformations infinitesimales|j : 

{Lkf = (a/ci x+ak2 y + ak3z)p+ {f3ki x + /3k2y + l^ks z) q+ 
+ ilki x + 'jk2y + 7fe3 z) r 
(fe = l,2,3) 

proviennent de (17) lorsqu'on supprime tous les termes d'ordre superieur, 
et done elles ne sont pas necessairement independantes les unes des autres. 
Remarquons en outre (c/le Tome I, p. 606), qu'en tenant compte des hy- 
potheses posees, les transformations infinitesimales : 

(20) p, g, r, Lif, L2/, L3/, 

engendrent aussi un grouped transitif, qui toutefois n'est pas necessaire- 
ment a six parametres. Ce groupe (20) n'est autre que le groupe reduit 
relatif au groupe (17), (18) de tous les mouvements. 

L'hypothese introduite tacitement par Monsieur de Helmholtz a main- 
tenant simplement le sens que le groupe (19) satisfait alors chaque axiome 
ayant ete pose au sujet de tous les mouvements qui sont encore possibles 
apres fixation d'un point, lorsque le groupe (17) satisfait ces axiomes. Mais 
d'un autre cote, il est clair que le groupe (17), (18) de tous les mouvements 
satisfait tous les axiomes helmholtziens si et seulement si le groupe (17) 
satisfait encore les axiomes restants qui s'appliquent apres fixation de I'ori- 
gine des coordonnees. Enfin, il est evident qu'entre les deux groupes (20) 
et (19), on a exactement la meme relation qu'entre les groupes (17), (18) 

*. Nous ne voulons pas passer sous silence le fait que Monsieur de Helmholtz opere 
avec les transformations infinitesimales du groupe lineaire homogene (16'), et on peut 
meme dire qu'il considere, quoique de maniere inconsciente, les groupes a un parametre 
qui sont engendres par certaines de ces transformations infinitesimales. Neanmoins, on ne 
se trouve chez lui en aucune fa9on le concept general de transformation infinitesimale, et 
encore moins le concept general de groupe a un parametre. 

2. Voici la justification. Dans des coordonnees (.ti , . . . , x„), soit un groupe lineaire 
homogene quelconque constitue d'un certain nombre m ^ de generateurs infinitesi- 
maux : 

a coefficients lineaires, done par hypothese stable par crochets de Lie. Alors la collection : 

PIt ■ ■ ■ T Pn, Li, . . . , L„i 

obtenue en leur adjoignant toutes les transformations infinitesimales du groupe (transitif 
et commutatif) des translations est elle aussi stable par crochets (done engendre un groupe 
au sens de Lie), puisque : 

= [afl' (Er=i = a.fcj gfj = E"=i a.ujPr 
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et (17). Par consequent, ce qui a ete admis par Monsieur de Helmholtz re- 
vient simplement a supposer que le groupe reduit (20) satisfait alors tou- 
jours chaque exigence qu'il a posee, lorsque le groupe initial (17), (18) les 
satisfait. 

Ceci, Monsieur de Helmholtz I'a admis tacitement, sans la moindre 
indication de demonstration, et sans faire aucune allusion au fait que cela 
necessite a vrai dire une demonstration. Par une serie d'exemplesG, nous 
voulons montrer que ce qui a ete admis n'est pas fonde. Nous allons trou- 
ver qu'un groupe transitif a six parametres de -R3 peut tres bien satisfaire 
certaines des exigences helmholtziennes, sans que le groupe reduit qui lui 
est associe les satisfasse ; d'un autre cote, nous allons voir qu'a un groupe 
transitif a six parametres qui ne satisfait pas certaines des exigences helm- 
holtziennes peut tres bien etre associe un groupe reduit qui satisfait les 
exigences en question. 

Comme nous I'avons vu, une partie des exigences helmholtziennes se 
ramene a ce que deux points ont un et un seul invariant relativement a tous 
les mouvements du groupe. Maintenant, relativement au groupe transitif a 
six parametres : 

(21) g, xq + r, x^g + 2xr, x^g + Sx^r, x^g + 4x^r, p 

les deux points : Xi,yi,zi et X2,y2, ^2 ont le seulEI invariant^ : X2 — Xi, 
tandis que relativement au groupe reduit associe : 

(21') g, r, xr, p, 

ils ont au contraire les deux invariantsB : X2 — Xi et y2 — yi- D'un autre 
cote, relativement au groupe transitif a six parametres : 

(22) q, xq + r, x^q + 2xr, x^q + 3x^r, xp — zr, 



*. Lie a communique ces exemples pour la premiere fois dans les Comptes Rendus 
de 1892 (Vol. 114, p. 463). 

3. La Proposition 2 p. ll71l s'applique a I'origine, qui est un point de position gene- 
rale. 

4. Effectivement, X2 — x\ est annihile identiquement par x']^^ + x'^^^ , pour 
fc = 1, . . . , 6, ce qui est trivial pour les cinq premiers operateurs differentiels, le sixieme 
s'ecrivantpi +p2, d'oii (pi ^ •p2){x2 — x\) = 1 — 1 = 0. 

5. D'apres I'equation (2) p. 11611 une fonction quelconque J = 
J{xi,yi, zi,X2,y2, Z2) est invariante si et seulement si elle est annihilee identi- 
quement par yj*-^-* -I- Yi^'^\ pour I = 1, . . . , 4. L' annihilation par pi + p2, par qi + q2 et 
par ri + 7-2 equivaut a ce que J = J{x2 — Xi,y2 — j/i, Z2 — zi). Enfin, 1' annihilation par 
Xiri + X2r2 implique que J = J{x2 — Xi,y2 — yi)- La verification (similaire) des deux 
affirmations qui suivent immediatement est laissee au lecteur 
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ces deux points n'ont absolument aucun invariant, tandis que, relativement 
au groupe reduit associe : 

(22') r, xr, p, xp — zr 

ils ont r invariant : 1/2 — yi- 

De la, il resulte que les deux groupes (17), (18) et (20) ne satisfont 
pas en general simultanement les exigences qui ont ete admises. 



(23) 



Considerons ensuite le groupe : 

q, p, xq + r, x^q + 2xr, xp + yq + cr 
x^p + 2xyq + 2{cx + y) r, 



que nous avons deja rencontre a la page 1 187] D'apres la page 11881 deux 
points ont un et un seul invariant relativement a ce groupe tandis que s > 2 
points n'ont pas d'invariant essentiel, done ce groupe satisfait certaines 
exigences qui decoulent des axiomes helmholtziens (c/.p. l226i Cependant, 
le groupe reduit associe0 : 

(23') q, p, r, xr, xp + yq — cxq, yr 

ne satisfait pas ces exigences, car il contient des transformations infinite- 
simales, et meme trois, a savoir : r, xr, yr, qui ont des courbes integrales 
en commun, alors que, d'apres la Proposition 1, p. 11691 cela ne peut pas 
se produire lorsque deux points doivent avoir un et un seul invariant, alors 
que s > 2 points ne doivent pas avoir d'invariant essentiel. 

Par consequent, les exigences en question ne sont pas toujours ne- 
cessairement satisfaites par le groupe (20) lorsqu'elles le sont par le 
groupe (17), (18). 



Enfin, I'axiome de monodromie peut tres bien appartenir aussi aux 
exigences qui sont satisfaites par le groupe (17), (18), sans que celles-ci 
soient satisfaites par le groupe (20). 

Le groupe : 

{p, q, xp + yq + r, yp — xq 
(x^ — y"^) p + 2xyq + 2xr 
2xyp + {y"^ — x^) q + 2yr, 



6. Pour obtenir trois transformations infinitesimales lineairement independantes 
fixant I'origine, une combinaison lineaire prealable est requise : retrancher de la cin- 
quieme transformation la troisieme multipliee par c, ce qui donne xp + yq ~ cxq. 
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que nous avons deja trouve a la page [20511 en foumit la demonstration. Ce 



groupe extremement curieux [ausserst merkwurdige Gruppe] satisfait en 
effet toutes les exigences de I'axiome helmholtzien de monodromie, tandis 
que le groupe reduit associe : 

(24') p, q, r, yp — xq, xr, yr 

ne les satisfait pas. 

II est facile de voir que le groupe (24') ne satisfait pas I'axiome de 
monodromie. Si nous Axons en effet deux points qui sont mutuellement 
en position generale, par exemple I'origine des coordonnees et le point 
xo, yo, zq, oil Xq et yo ne s'annulent pas, alors les mouvements encore pos- 
sibles forment un groupe a un parametre qui est engendre par la transfor- 
mation infinitesimale@ : {xoy — yox) r, et dont les equations finies sont par 
consequent de la forme : 

x' = x, y' = y, z' = z + t{xoy - yox). 

Mais alors ici, le point x, y, z ne retourne manifestement jamais a sa posi- 
tion initiale, quand t croit continuellement a partir de zero. 

D'autre part, afin de nous persuader que le groupe (24) satisfait 
I'axiome de monodromie, nous devons examiner d'un peu plus pres les 
mouvements de ce groupe. 

Si Ton fixe un point xo,yo, zq relativement a Taction du groupe (24), 
alors chaque autre point x,y,z se meut en general d'une maniere comple- 
tement libre sur la pseudosphereH : 

(25) {(x-a;o)^ + (?/-?/o)^}e-^ = const. 

centree en ce point : xo,yo,zo; seuls les points de la droite : x = xq, 
y = yo, qui constitue evidemment une pseudosphere par elle-meme, font 
exception, car ils restent entierement au repos. 

Si done nous voulons fixer deux points distincts qui ne restent simulta- 
nement au repos que par faction d'un sous-groupe a un parametre de (24), 
alors nous devons choisir ces points de telle sorte que leur droite de liaison 
[Verbindungslinie] ne soit pas parallele a I'axe des z. 

Deux tels points sont par exemple I'origine des coordonnees et un 
point quelconque xo,yQ, zq pourlequel xq et ne s'annulent pas tous deux. 
Les equations finies du groupe a un parametre qui laisse invariants ces deux 



7. a savoir le groupe (58) avec a = 1 et & = 0, ce qui a donne le groupe 7 p. 12061 

8. A un facteur multiplicatif pres, c'est la seule transformation infinitesimale qui 
s'annule en (0, 0, 0) et en (xq, yo, zq). 

9. L' unique invariant d'une paire de points a deja ete calcule p. l205l (faire b ~ 0). 



234 



Division V. Chapitre21. §94. 



points se detemiinent grace au systeme simultane0 : 



' dx' yoi^x'"^ - y'^) 2xox'y' 



y 



dt xi + + yf, 

(16) I ^ - _ ' I '^y^^'y' , ^o(^'^ - y'^) 

'Jj. ' 2 I 2 ' 2i2 

dt x^Q + y^ + 

dz' _ 2{yox' - xpy') 
dt xl + y^ 

avec les conditions initiales bien connues : [2;']j=o = etc. A partir de (26), 
on trouveini : 

d , , ... . r , . , (x' + iy'Y 
— {x' + iy') = -i\x' + iy' ^ ^' 



dt I xo + lyQ 

et de la, par integration : 

i^^. / , • / (xo + %o)(2; + i?/) 

(27) a; + 2?/ — 



{xo - x + 2(?/o - ?/)} e'* + X + 2?/' 

D'un autre cote, puisque I'on sait que le point x, y, z se meut sur la pseu- 
dosphere passant par lui et qui a pour centre I'origine des coordonnees, on 
obtient encore entre x, y, z et x', y' , z' I'equation : 

(x' V e-^' = (x^ + 2/2) e-^ 



10. On determine a I'avance une certaine combinaison lineaire W — a T+/3 C/+7 V 
des trois dernieres transformations infinitesimales (24) (qui s'annulent deja a Torigine) : 

W = [ay + [3{x^ - y^) + 2^xy\ p+[-ax + 2fixy + 7(2/^ - x^)] q + [2l3x + 2'-fy] r 

afin qu'elle s'annule aussi en (a;o, yo, zq). Egaler a zero les trois coefficients de p, q, r 
dans VF| ^ ^ j donne alors I'unique (a un facteur multiplicatif pres) solution : 

Le systeme considere de trois equations differentielles ordinaires represente alors les 
courbes integrates de W, d'inconnues [x'{t), y'{t), z'{t)) valant {x, y, z) pour t ~ 0. 

11. II s'agit d'integrer I'equations differentielle ^ = — ijw — /a] d'inconnue 
complexe w = w{t) e C, oil a := xq + iyo est une constante, c'est-a-dire ^^1^^ — 
—idt, ou encore, apres decomposition en elements simples et separation des quotients 
differentiels : 

dw(- —) = -idt. 



w — a/ 



Une integration donne log ^j^j^^ = —it + const., puis par exponentiation w = —-^nzr^, ou 
c est une constante que Ton determine par la condition initiale ^ ^ = x+iy, c'est-a-dire 
c = xo-^+i{ya-y) ' Enfin, on remplace c dans I'expression de w. Tres exceptionnellement, 
le texte allemand comporte ici une coquille : au denominateur, entre accolades, il est ecrit 
x-xo + i{y- yo). 
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d'ou on deduit immediatement : 



(28) 



z' = z + log 




Ainsi, on a completement determine les transformations finies du groupe a 
un parametre dont il est question dans le discours. II serait facile de les indi- 
quer sous une forme reelle, mais pour notre objectif, ce n'est pas du tout ne- 
cessaire, car les equations (27) et (28) montrent deja que notre groupe (28) 
satisfait I'axiome de monodromie. Si en effet on soumet I'espace au mou- 
vement continu qui est specific par les equations (27), (28), et si on laisse 
la variable t parcourir toutes les valeurs reelles entre et 2%, alors tous les 
points retournent simultanementQ a leur position initiale pour t = 2tc. 

Ainsi, nous voyons que le groupe (24) satisfait en fait I'axiome de 
monodromie, alors que le groupe reduit associe (24') ne le satisfait pas. 

Pour cette raison encore, le groupe (24) est alors aussi particuliere- 
ment curieux, parce qu'il montre de la maniere la plus convaincante qui 
soit, combien il est impossible de deduire quelque chose au sujet du com- 
portement de points infiniment voisins a partir du comportement de points 
qui sont finiment eloignes les uns des autres, et combien il est perilleux 
d'extrapoler a ces points-la, comme I'a fait Monsieur de Helmholtz, les 
axiomes qui ont ete poses pour les points finiment eloignes les uns des 
autres. 

Si en effet Ton fixe un point pour Taction du groupe (24), par exemple 
I'origine des coordonnees, alors chaque autre point se meut en general, 
comme nous I'avons vu plus haut, sur I'une des oo^ surfaces invariantes : 



Comme on s'en convainc facilement, les points de chacune de ces surfaces 
sont transformes par Taction d'un groupe a trois parametres qui a la meme 
structure^ que le groupe des mouvements euclidiens d'un plan, et qui lui 
est de surcroit semblable par une transformation ponctuelle reelle. 

*. Les oo^ courbes integrates qui, a cette occasion, sont parcourues par les points de 
I'espace, sont les courbes obtenues par intersection des deux families de pseudospheres : 

{x^ + y^) = const. {{x ~ xqY + {y - Vo)^} e^'' = const. 

Leurs projections sur le plan des x, y sont alors en general des cercles, mais ce sont aussi 
exceptionnellement des lignes droites. 

12. [gleichzusammengesetzt ist] : possede les memes constantes de structure dans 
les crochets de Lie. En effet, les mouvements encore possibles par le sous-groupe de (24) 
qui laisse fixe I'origine sont engendres par les trois generateurs infinitesimaux : 

P := {x'^ — y'^)p + 2xyq + 2xr, Q := 2xyp + {y^ — x^)q + 2yr et yp—xq. 



(x^ + y^) e ^ = const. 
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Les points qui sont infiniment voisins de I'origine des coordonnees 
se comportent d'une maniere totalement differente. Afin de se constituer 
une image de la fa9on dont sont transformes ces points, lorsque I'origine 
des coordonnees est fixee, on peut au mieux envisager le groupe par le- 
quel sont transformes les oo^ elements lineaires passant par I'origine des 
coordonnees, car chaque point qui est infiniment voisin de I'origine des 
coordonnees determine un tel element lineaire. Si on entend par x' ,y' , z' 
les coordonnees homogenes d'un element lineaire, alors ce groupe est : 

y'p' — x'g', x'r' , y'r' , 

et on verifie alors immediatement que la variete des oo^ elements lineaires 
est transformee par Taction d'un groupe projectif qui est dualistique du 
groupe des mouvements euclidiens d'un plan. 

Ainsi, on voit que, lors du passage des points finiment eloignes aux 
points infiniment voisins, un saut plus total peut se produire, et que les 
points infiniment voisins obeissent dans de telles circonstances a des lois 
tout autres que celles auxquelles sont soumis les points finiment eloignes 
les uns des autres. 

Grace aux exemples precedents, il a ete suffisamment demontre que 
la supposition que Monsieur de Helmholtz a introduite tacitement et qui a 
ete decrite plus precisement aux pages [229] sq. est erronee. Et maintenant, 
comme ses considerations ulterieures prennent entierement cette supposi- 
tion comme point de depart et n'ont force de preuve que sur la base de cette 
supposition, nous parvenons done au resultat que Monsieur de Helmholtz 
n'a pas demontre 1' assertion qu'il enonce a la fin de son travail, a savoir : il 
n'a pas demontre que ses axiomes suffisent a caracteriser les mouvements 
euclidiens et non-euclidiens. 

Apres nous etre convaincus de cette fa9on que les developpements de 
Monsieur de Helmholtz ne constituent pas une demonstration, nous allons 
nous rattacher tout d'abord dans le § 95 aux hypotheses que Monsieur de 
Helmholtz a posees au cours de ses calculs. 

§95. 

Considerations se rattachant aux calculs helmholtziens. 

Dans le paragraphe precedent, nous avons vu que Monsieur de Helm- 
holtz applique sans plus de fa9ons ses axiomes a des points infiniment voi- 
sins. Dans la supposition erronee que cela soit autorise reside la faiblesse 

lis satisfont bien les memes relations de commutation : [P, yp — xq\ = — Q ; [Q, yp — 
xq\ = P et : [P, Q] =0 que les trois generateurs infinitesimaux : p, q, yp — xq des 
mouvements euclidiens du plan. 
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des developpements helmholtziens ; 1' introduction de cette supposition ote 
toute force de preuve a sa reflexion. 

Mais on pent eviter cette erreur, si I'on dispose des le debut les 
axiomes helmholtziens de telle sorte qu'ils se referent simplement a des 
points infiniment voisins ; on pent alors toujours s'arranger pour que les 
calculs helmholtziens parviennent effectivement au but en prenant pour 
base les axiomes formules de cette fa^on. Comme cela est possible de di- 
verses manieres et puisque cela ne vaut pas la peine de discuter a fond les 
differentes possibilites, nous nous contenterons de ce qui suit : nous po- 
serons un systeme d' axiomes qui se refere a des points infiniment voisins 
et qui, sans concorder avec les hypotheses que Monsieur de Helmholtz a 
introduites tacitement dans ses calculs, sont cependant tres analogues avec 
celles-ci. Ensuite, nous demontrerons par des calculs qui ne s'ecartent pas 
dans leur principe de ceux de Monsieur de Helmholtz, que ce systeme 
d' axiomes suffit pour la caracterisation des mouvements euclidiens et non- 
euclidiens de I'espace ordinaire. 

Les axiomes que nous posons s'enoncent ainsiQ : 

I) L'espace troisfois etendu est une variete numerique. 

II) Les mouvements de cet espace forment un groupe continu reel de 
transformations ponctuelles. 

III) Si I'on fixe un point reel en position generale, alors le groupe 
lineaire homogene, qui determine de quelle maniere les oo^ elements li- 
neaires reels qui passent par ce point sont transformes, possede exacte- 
ment trois parametres. 

IV) Chaque sous-groupe reel a un parametre du groupe lineaire ho- 
mogene mentionne a I 'instant est constitue de telle sorte que par son ac- 
tion, tous les elements lineaires reels qui ne restent pas au repos decrivent 
un cone reel qu'ils parcourent continument, a I'interieur duquel ils re- 
tournent finalement et simultanement, mais sans revenir en arriere, a leur 
situation initiale ; ou bien, pour exprimer cela plus precisement : si : 

x[ = ai{t) x' + a2{t) y' + a-s^t) z' 

y[ = l3,{t)x' + (32{t) y' + f3s{t) z' 

z[=-fi{t) x' + 72(f) y' + i3{t) z! 

sont les equations finies d'un tel sous-groupe a un parametre sous leur 
forme canonique, il se produit finalement le cas, lorsque la variable reelle t 



1. La finitude du nombre des parametres du groupe n'est pas explicitement de- 
mande. 
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croit continuellement a partir de et pour une certaine valeurfinie positive 
de t, que : x[ : y[ : z[ est proportionnel a : x' : y' : z'. 

Nous aliens montrer que ces axiomes suffisent entierement a caracte- 
riser les mouvements euclidiens et non-euclidiens. 

Tout d'abord, nous devons determiner quelle forme possede le groupe 
lineaire homogene mentionne dans les axiomes. 

Soit : x'^, Xg, X3 les coordonnees de 1' element lineaire passant par un 
point fixe en position generale ; d'apres les hypotheses posees, le groupe 
lineaire homogene g attache a ce point contient alors trois transformations 
infinitesimales independantes de la forme : 

1,2,3 

(29) ^ Olkf^uX'^p'^ (fc = l,2,3). 

Parmi ces transformations infinitesimales, il peut y en avoir au plus une0 
qui fixe chaque element lineaire : x\ : x'2 : 2:3, et par consequent il est 
certain que la variete deux fois etendue des 00^ elements lineaires : x\ : 
x'2 ■ est transformee par g via Taction d'un groupe projectif g, qui 
possede soit trois, soit deux parametres. 

Si nous rapportons projectivement notre variete des 00^ elements li- 
neaires aux points reels d'un plan, alors g se presente comme un groupe 
projectif g' du plan ayant deux ou trois parametres. Chaque sous-groupe 
reel a un parametre de g' est alors constitue de telle sorte que dans la forme 
canonique de ses equations finies : 

y' = (^(p,r); t), ^' = i>{i,X)]t), 

les quantites j:' et X)' sont des fonctions periodiques de la variable reelle 
t. Tous les points reels qui ne restent pas invariants par Taction d'un tel 
groupe a un parametre, se meuvent alors sur des courbes reelles qu'ils par- 
courent continument dans toute leur extension, et pour preciser, de telle 
maniere que, sans revenir en arriere, ils reviennent finalement et simul- 
tanement a leur position initiale ; si la droite a Tinfini ne devait pas rester 
invariante par Taction du groupe a un parametre en question, alors un point 
situe dans la region finie pourrait naturellement traverser aussi Tinfini au 
cours de son mouvement. 



2. Dans le groupe lineaire en dimension n quelconque, seule I'homothetie de gene- 
rateur infinitesimal x'^p'^ + • • • + x'^p'n laisse fixe toutes les elements lineaires. 
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Maintenant, nous allons tout d'abord rechercher tous les groupes reels 
projectifs a un parametre du plan qui ont la constitution decrite a I'ins- 
tant. Nous les connaissonsH done il ne nous sera pas difficile de trouver 
tous les groupes projectifs reels du plan a deux ou a trois parametres qui 
contiennent seulement des sous-groupes a un parametre de cette nature. 
Enfin, a partir de la, nous pourrons conclure quelle forme possede le groupe 
lineaire homogene (29). 

D'apres les pages 107 et 384, tout groupe projectif reel a un parametre 
du plan peut etre rapporte, via une transformation projective reelle de ce 
plan, a I'une des sept formes suivantes : 

{p + rjq; p + fq; r) q; q; 
j;p + cl)q {c^o,i); t) p - p q + c (pp + t)q) (c^o); 
t)p -pq. 

Maintenant, quels sont ceux, parmi ces groupes a un parametre, qui ont ici 
la constitution que nous demandons ? 

Les cinq premiers ne I'ont certainement pas. En effet, par Taction 
de chacun d'entre eux, au moins une droite reelle reste au reposQ, dont 
les points sont transformes par Taction d'un groupe a un parametre, et 
pour preciser, de telle maniere que sur cette droite, soit deux points reels 
separes, soit deux points reels qui coincident, conservent leur position. II 
decoule de la qu'un point reel d'une telle droite qui ne reste pas au repos 
peut certes se mouvoir librement en general sur la droite, mais qu'il n'est 
pas en etat de parcourir continument la droite de telle fa9on qu'il retourne 
finalement a sa position initiale sans revenir en arriere ; en effet, il ne peut 
pas franchir les points invariants de la droite. 

Le groupe a un parametre : 

t^p-j:q + c(3;p + t^q) (c^o) 



3. D'apres les developpements substantiels du Tome III qui precedent cette Divi- 
sion V. 

4. Pour les groupes numero 1, 3, 4 et 5, une telle droite fixe est, respectivement 
{t) = 0}, {y = 0}, {y = 0} et {t) = 0}. Pour le groupe numero 2, c'est la droite a Tinfini 
qui est invariante. On verifie cela en effectuant le changement de carte projective p' = j, 
t)' = qui transforme comme suit les champs de vecteurs basiques ; 

I = -?V|7-y'.)'^ et ^ = y'^, d'ou |+p|^ ^ + 

ce qui montre que la droite {p' = 0} reste invariante dans ce systeme de coordonnees. 
Dans les cinq cas, en restriction a chaque droite invariante respective, le groupe est equi- 
valent ou bien a dx (le point a I'infini est fixe) ou bien a xdx (I'origine et le point a I'infini 
sont tous deux fixes). 



240 



Division V. Chapitre21. §95. 



satisfait tout aussi peu notre exigence. En effet, par son action, chaque 
point reel non invariant decrit une spirale logarithmiqueH ;il parcourt alors 
cette spirale continument sans revenir en arriere, done, evidemment, il ne 
retoume pas a sa position initiale. 

Par consequent, le groupe a un parametre : 

(31) t)p-pq, 

par Taction duquel tout point reel decrit un cercle, est le seul qui satisfait 
notre exigence parmi les groupes (30). 

Si on considere maintenant les differents types de groupes projectifs 
reels du plan a deux et a trois parametres (voir pp. 106 sq. et p. 384), 
alors on verifie immediatement que presque chacun d'entre eux contient 
un sous-groupe reel a un parametre qui possede I'une des six premieres 
formes (30), ou toutefois pour le moins, qui pent etre ramene a I'une de ces 
formes par une transformation projective reelle. Le seul groupe projectif 
reel a deux ou a trois parametres qui ne contient aucun sous-groupe a un 
parametre tel que les six premiers de (30), est le groupe projectif reel a 
trois parametres : 

(32) p + p(pp + l)q), q + o(2:p + oq), Qp-pq 

de la conique imaginaire :p^ + r)^ + l = 0. 

II decoule de la que, sous les hypotheses posees, le groupe q defini a 
la page 12381 est toujours a trois parametres et qu'il peut etre ramene, via 
une transformation projective reelle, a la forme (32). 

En revenant maintenant au groupe lineaire homogene (29), on verifie 
immediatement (cf.p. 1 10) que par une transformation lineaire homogene 
reelle, celui-ci re9oit la forme : 

X'l^ Pu - Vf, + f^i^v {A Pi + A P>2 + A Ps) 
(/i, i/ = l,2,3; ctpjy + Q^fj =0). 

En calculant les crochets de ces transformations par paires, on deduit enfin 
que tous les a^.^ s'annulentB 

Avec cela, nous sommes parvenus au resultat que, sous les hypotheses 
posees, le groupe lineaire homogene reel (29) peut toujours etre suppose 

5. En coordonnees polaires, ce generateur s'ecrit dg + crdr', ses courbes integrales 
satisfont ^ = 1 et ^ = cr, d'oii = 9o + t et r = roe'^* : ce sont des spirales non 
periodiques lorsque c ^ 0. 

6. Posons R'^jj := x'^p',y — x'^p'^ (generateur infinitesimal des rotations autour de 
la droite {x'^ = x'^ ~ 0}) et D' := x\p\ + x'^p'^ + 2:3^3 (generateur infinitesimal des 
homotheties de centre I'origine). On a les relations de commutation [i?'i2, ^23] ~ ^'i3' 
[i?i2, i?i3] = -i?^3. [^ia: ^23] = -^'12 et aussi [i?;,, D'\ = 0. II en decoule que le 
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de la forme : 

ry^ qr\ tyJ ly^ qr\ T*^ nf^ T*^ ITX 

Mais il decoule de la que chaque groupe reel de transformations qui satis- 
fait nos Axiomes III et IV dans le voisinage de chaque point reel : a;?, Xg, 2:3 
en position generale contient trois transformations infinitesimales du pre- 
mier ordre en les Xj, — que Ton peut s'imaginer rapportees a la forme : 

{X^ - xl)p^ - {Xu ~ xl)Pf,^ (m,i/=1,2,3; /Ku), 

alors qu'au contraire, il ne contient pas d'autres transformations infinitesi- 
males du premier ordre, et en particulier aucune de la forme : 

{Xi - X?) pi + (X2 - X2) P2 + {x-s - xl) Ps -\ . 

Mais avec cela, la determination de tous ces groupes est ramenee au pro- 
bleme qui a deja ete resolu au § 84 (p. 365 sq.). Ainsi, nous pouvons tout 
d'abord en conclure que les groupes concernes sont finis, et pour preciser, 
qu'ils comportent six parametres. En outre, on obtient qu'ils sont sem- 
blables, via une transformation ponctuelle reelle, soit au groupe des mou- 
vements euclidiens, soit au groupe projectif reel d'une des deux surfaces 
du second degre : 

Xi + X2 + X3 + 1 = 0, Xi + X2 + X3 - 1 = 0. 

Par consequent, chaque groupe reel de I'espace trois fois etendu qui 
satisfait nos Axiomes III et IV peut etre transforme, via une transformation 
ponctuelle reelle, soit en le groupe des mouvements euclidiens, soit en I'un 
des deux groupes de mouvements non-euclidiens. En d'autres termes : nos 
Axiomes I . . . IV suffisent effectivement a caracteriser ces trois sortes de 
mouvements. 

§96. 

Quelles conclusions peut-on tirer des axiomes helmholtziens ? 

Nous voulons a present faire completement abstraction des recherches 
que Monsieur de Helmholtz lui-meme a engagees sur la base de ses 
axiomes et nous voulons etablir, comme nous I'avons deja annonce a la 

crochet de Lie : 

[i?'i2 + ai2D', i?^3 + a23 D'] = [R[^, R'^^] + ^23 [R'12, D'] + [D' , R'23] + ^12^23 [D' , D'] 

= R'la 

= A(i?'i3 + a^^D') 

qui doit etre combinaison lineaire des trois generateurs infinitesimaux + a^i/-D' ne 
peut I'etre que lorsque 0113 = 0, avec A = 1. De meme, ai2 = et 023 = 0. 
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page 121 1[ quelles conclusions peuvent etre tirees des axiomes helmholt- 
ziens en eux-memes. Nous nous limitons done a nouveau a I'espace ordi- 
naire trois fois etendu. 

Dans le § 93, nous avons indique comment les axiomes helmholtziens 
peuvent etre formules, quand on les interprete de la fa9on qui a ete exposee 
au § 92 et lorsqu'on emploie de surcroit les concepts et les manieres de 
s'exprimer de la theorie des groupes. II nous reste maintenant a voir quels 
sont les groupes de I'espace trois fois etendu qui satisfont les exigences 
posees dans le § 93. 

Chacun des groupes requis est reel, fini et continu, et relativement a 
son action, deux points ont un et un seul invariant, tandis qu'un nombre de 
points superieur a deux n'a pas d'invariant essentiel. Mais puisque, d'apres 
le Theoreme 37 p. 12061 chaque groupe de cette espece est semblable, via 
une transformation ponctuelle reelle, a I'un des groupes qui sont rassem- 
bles a la page |206i il ne nous reste alors qu'a exclure, parmi ces groupes-la, 
ceux qui ne correspondent pas aux exigences restantes du § 93. 

Ces exigences restantes reviennent toutes a ce que nos groupes, a I'in- 
terieur d'une certaine region finie de I'espace trois fois etendu, doivent pos- 
seder certaines proprietes. Puisque I'origine des coordonnees est un point 
en position generale pour tous les groupes de la page |206[ nous pouvons 
clairement admettre que la region en question est constitute de tous les 
points reels qui se trouvent dans un certain voisinage de I'origine des coor- 
donnees. Par consequent, nous devons seulement rechercher encore, parmi 
les groupes de la page 12061 quels sont ceux qui possedent les proprietes 
suivantes : 

Premierement, I'invariant : zi; X2, 2/2,^2) de deux points 

doit etre constitue de telle sorte que la relation : 

(33) J{xi,yi,zi : X2,?/2,22) = J{x'i,y1, z^; x",?/",^;"), 

pour chaque paire de systemes de valeurs distincts I'un de 1' autre : 
a;?,?/°,2° 6t 2;2,?/25-^2' fournit une veritable equation entre xi,yi,zi, 
X2, y2, Z2, dans un certain voisinage de I'origine des coordonnees. 

Deuxiemement, apres fixation de I'origine des coordonnees, chaque 
point quelconque xq, yo, zq qui est situe dans un certain voisinage de I'ori- 
gine des coordonnees, doit pouvoir encore se transformer en tous les points 
X, y, z de ce voisinage, qui satisfont I'equation : 



(34) 



J{x,y,z; 0,0,0) = J{xo,yo,Zo; 0,0,0), 
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et a travers laquelle un transfert continu entre tous les points de cette sorte 
est generalement pos sibleQ. 

Troisiemement, I'axiome de monodromie doit etre satisfait. 

Nous recherchons tout d'abord, pour chaque groupe individuel de la 
page 12061 si la premiere de ces exigences est satisfaite, et lorsqu'elle Test, 
nous nous demandons alors si la deuxieme est satisfaite ; et nous ne pren- 
drons en consideration I'axiome de monodromie que dans les demieres 
lignes. Comme par ailleurs le groupe des mouvements euclidiens et les 
deux groupes de mouvements non-euclidiens satisfont evidemment toutes 
nos exigences, des le debut, nous les laissons simplement de cote. 

Le fait que les deux groupes : 

(35) p, q, r, xq — yp, yr + zq, zp + xr 
et : 

(36) p — xU, q — yU, r + zU, xq — yp, yr + zq, zp + xr 

satisfont notre premiere exigence est a portee de main, puisque par 
exemple, pour le premier d'entre eux, I'equation (33) s'enonce de la ma- 
niere suivante : 

{x2 - xif + {y2 - yif - {z2 - zif = 
= {xl-xlf + {yl-ylf-{zl-zl)\ 

et ceci est toujours une veritable equation entre Xi,yi, zi, X2, y2, Z2. Nean- 
moins, ces deux groupes ne satisfont pas la deuxieme exigence. En effet, 
I'equation (34) correspondante a, pour les deux groupes, la forme : 

/OTN 2,2 2 2,2 2 

(37) X +y - z =Xo + 2/o - Zq. 

Et maintenant, apres fixation de I'origine des coordonnees, le point 
XQ,yQ,ZQ peut a vrai dire en general etre transforme encore en tous les 
points qui satisfont I'equation (37) ; mais pour tous les points xo,yo, zq qui 
se trouvent sur la conique du second degre : x^+y^ — z^ = 0, celan'estplus 
valable ; effectivement, pour ces points, I'equation (37) re9oit la forme : 

x'^ + y'^ -z"^ = 0, 

et il est clair que chaque point de cette espece peut se transformer en tous 
les points qui satisfont cette equation, a I'exception de I'origine des coor- 
donnees, car, sous les hypotheses posees, elle reste au repos. 

*. A vrai dire, dans le § 93, on demande encore plus, mais nous verrons que cette 
exigence suffit deja completement. 
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Nous voyons done que les groupes (35) et (36) sont deja exelus, sans 
qu'on utilise I'axiome de monodromie. 

Pour le groupe : 



(38) p, q, xp + r, yq + cr, x'^p + 2xr, y'^q + 2cyr (ct^o), 
on peut eerire 1' equation (33) correspondante sous la forme : 

(X2 - Xi){y2 - yif ^ {xl - x\){yl - y^f 

Si c est negatif, alors cette equation n'a plus de sens aussitot que Ton pose 

A = et yl = y^^\ 

si au contraire, c est positif, elle foumit alors, pour toute paire de sys- 
temes de valeurs x^.y^, et x^, ?/2 5 ^2 distincts I'un de 1' autre, une veri- 
table equation entre xi, zi, ^2, 2/2, 2:2. Le groupe (38) satisfait done notre 
premiere exigence seulement lorsque c est positif. 

Mais il ne satisfait pas notre deuxieme exigence, meme dans le cas : 
c > 0. En effet, pour notre groupe, I'equation (34) re§oit la forme : 

X ■ ^ xq ■ y^ 

g2 £2 " 

et apres fixation de I'origine des coordonnees, le point XQ,yo,ZQ devrait 
pouvoir occuper toutes les positions qui satisfont cette equation dans un 
certain voisinage de I'origine des coordonnees. C'est a vrai dire effecti- 
vement le cas pour un point xo,yo, zq en position generale. Cependant, en 
choisissant par exemple xq = yo = 0, le point xq, yo, zq devrait encore 
pouvoir etre transforme en tous les points se trouvant dans un certain voi- 
sinage de I'origine des coordonnees qui satisfont I'equation : xy^ = 0, 
mais cela est impossible, car apres fixation de I'origine des coordonnees, 
tous les points de la droite : x = y = restent en general au repos (voir 

Par consequent, le groupe (38) est lui aussi exclu, sans qu'on soit 
oblige de se preoccuper de I'axiome de monodromie. 

Qui plus est, notre premiere exigence n'est meme encore jamais sa- 
tisfaite par le groupe : 

p, q, xp + yq + ar, yp — xq + r, 

(39) { (2;^ — y"^) p + 2xyq + 2{ax — y)r 
2xyp + (y^ — x^) q + 2{x + ay) r, 
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puisque I'equation (33) correspondante ne foumit en effet pas toujours une 

a' 



veritable equation entre Xi,yi,zi, X2,y2,Z2, lorsqu'on pose : x^ = Xj 



II en va autrement pour le groupe : 

xp + yq + r, yp — xq 

(40) { {x"^ — y"^) P + 2xyq + 2xr 

2xyp + {y"^ — x^) q + 2yr. 
Pour celui-ci, I'equation (33) s'ecrit en effet : 

{(x2-xi)2 + (y2-?/i)'}e-(^^+^^) = 

= {(x°-x?)2 + (2/°-2/?)^}e-(^?+^^°), 

et ceci constitue toujours une equation veritable entre xi,yi, zi, X2,y2, Z2. 
Notre premiere exigence est done satisfaite ; mais la deuxieme ne Test pas. 
En effet, I'equation (34) s'ecrit maintenant : 

^^2 + y2^e-^ = {xl + yl)e~^^\ 

et si notre deuxieme exigence devait etre satisfaite, apres fixation de I'ori- 
gine des coordonnees, alors par exemple, chaque point XQ,yQ, zq pour le- 
quel Xq = yo = devrait pouvoir etre transforme encore en tous les autres 
points qui satisfont I'equation : + = ou encore, puisqu'il s'agit de 
quantites reelles, les deux equations : x = y = 0. Mais cela est impossible, 
car, en meme temps que I'origine des coordonnees, tous les points de la 
droite : x = y = restent generalement au repos. 

Par consequent, les groupes (39) et (40) n'entrent pas non plus en 
ligne de compte. 



(41) 



Les deux groupes : 

p, q, xq + r, xp + yq + cr, x^q + 2xr, 
x^p + 2xyq + 2{y + cx) r 
et : 

(42) p, q, r, 2xp + yq, xq + yr, x^p + xyq + \ y'^r 

ne satisfont pas non plus notre premiere exigence ; dans les deux cas en 
effet, I'equation (33) correspondante ne foumit aucune equation veritable 
entre xi,yi, zi, X2, 2/2, Z2, aussitot que Ton pose X2 = x?, 2/2 = Ui- 

Enfin, le groupe : 

(43) r, p — yr, q + xr, xq, xp — yq, yp 
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satisfait certes notre premiere exigence, mais pas la deuxieme. L' equa- 
tion (34) correspondante s'ecrit en effet : z = zq, et par consequent, apres 
fixation de I'origine des coordonnees, chaque autre point xq, z/q, Zq devrait 
pouvoir se transformer encore en tous les autres points qui se trouvent sur 
le plan : z = zq. Les points pour lesquels xq = yo = montrent que cela 
n'est pas le cas, car ils restent tous au repos apres fixation de I'origine des 
coordonnees. 

Par ce qui precede, on a demontre que le groupe des mouvements eu- 
clidiens et les deux groupes de mouvements non-euclidiens sont les seuls 
groupes qui satisfont les exigences enoncees au § 93 ; ce sont les seuls 
groupes de cette espece, meme lorsqu'on laisse completement de cote 
I'axiome de monodromie. 

Nous voyons done que les axiomes helmholtziens sont suffisants pour 
la caracterisation des mouvements euclidiens et non-euclidiens, si on les 
interprete de la meme maniere qu 'aux § 92 et 93 ; mais nous voyons en 
meme temps qu'en prenant pour base cette interpretation, I'axiome de mo- 
nodromie est de toute fa9on superflu. Mais bien qu'il se soit avere que Ton 
peut se passer de I'un des axiomes de Helmholtz, se presente juste apres la 
question de savoir si on ne peut pas se passer aussi encore d' autres parties 
de ces axiomes. Dans le Chapitre 23 nous montrerons qu'il faut repondre 
par r affirmative a cette question. 

Mais il y a encore un point qui merite d'etre pris en consideration. 
Dans les § 92 et 93, nous avons interprete les axiomes helmholtziens d'une 
certaine maniere. Nous sommes loin d'affirmer que cette interpretation qui 
est la notre soit la seule possible, et nous dirons plutot sans detour que 
les axiomes en question autorisent des interpretations diverses. Cela reside 
dans la nature des choses : Monsieur de Helmholtz, qui n'avait pas a sa 
disposition les concepts et la langue specialisee instruite de la theorie des 
groupes, a du s' aider de longues circonlocutions par lesquelles, cependant, 
il n'a pas pu prendre en compte toutes les exceptions imaginables ; ainsi, il 
est tout a fait comprehensible que ses axiomes apparaissent avoir d'autant 
plus de sens varies qu'on les examine plus soigneusement. Maintenant, 
bien que nous n'affirmions pas avoir donne la seule interpretation possible 
des axiomes helmholtziens, nous croyons toutefois que nous leur avons 
attribue 1' interpretation la plus interessante qui soit, celle qui est en accord 
avec leur teneur ; nous y avons meme deja trop introduit maint lecteur. 

Nous ne voulons pas rentrer plus avant dans la consideration des di- 
verses conceptions que Ton peut avoir au sujet des axiomes helmholtziens ; 
toutefois, nous voulons encore en discuter brievement. 
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En effet, la maniere dont on peut interpreter ces axiomes depend pour 
I'essentiel du fait de savoir si on lit en eux qu'ils doivent etre valables 
sans exception a I'interieur d'une certaine region, ou si Ton admet qu'ils 
doivent etre valables seulement en general, done pour des points qui sont 
mutuellement en position generale. Dans les paragraphes 92 et 93, nous 
nous sommes decides pour la premiere conception, mais la deuxieme pos- 
sede aussi une certaine legitimite, au moins en ce qui concerne le troisieme 
axiome helmholtzien, I'axiome sur la libre mobilite. Afin de montrer quelle 
influence cette conception a sur la portee des axiomes helmholtziens, nous 
voulons finalement rechercher encore ce qui advient lorsque les axiomes 
helmholtziens sont satisfaits seulement par des points qui sont mutuelle- 
ment en position generale. Nous allons voir que ces axiomes ne suffisent 
alors pas a caracteriser les mouvements euclidiens et non-euclidiens, meme 
si on admet en plus I'axiome de monodromie. 

Si un groupe reel doit satisfaire les axiomes helmholtziens seulement 
en ce qui concerne des points qui sont mutuellement en position generale, 
alors il doit, quand on fait d'abord abstraction de I'axiome de monodro- 
mie, posseder les proprietes suivantes : si un point en position generale 
est fixe, tout autre point en position generale se meut librement sur une 
surface ; si deux points qui sont mutuellement en position generale sont 
fixes, tout autre troisieme point en position generale se meut librement sur 
une courbe ; si trois points qui sont mutuellement en position generale sont 
fixes, tous les points restent au repos. II est clair que les groupes rassem- 
bles a la page 1206] satisfont toutes ces exigences et qu'ils sont les seuls a 
les satisfaire. 

Si nous admettons en plus I'axiome de monodromie, alors tout un 
nombre des groupes dont il s'agit seront exclus, parce qu'ils ne satisfont 
pas I'axiome de monodromie; mais il reste alors non seulement les mou- 
vements euclidiens et non-euclidiens, mais en outre encore un groupe, a 
savoir le groupe 7 a la page 12061 On a demontre aux pages 12321 sq. qu'il 
satisfait completement I'axiome de monodromie helmholtzien. Par conse- 
quent, sous les hypotheses posees, I'axiome de monodromie ne suffit pas a 
exclure aussi ce groupe. 

En definitive [AUes in AUem], nous pouvons enoncer brievement le 
resultat du present paragraphe ainsi : 



Les mouvements euclidiens et non-euclidiens sont completement ca- 
racterises par les axiomes helmholtziens, lorsqu'on interprete ces axiomes 
de telle sorte qu'ils doivent etre satisfaits sans exception par tous les points 
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a I'interieur d'une certaine region ; et quand on les interpete de cette ma- 
niere, I'axiome de monodromie est alors superflu. Si au contraire on de- 
mande seulement que les axiomes helmholtziens soient satisfaits par des 
points qui sont mutuellement en position generale, alors ces axiomes ne 
sont pas suffisants pour caracteriser les mouvements euclidiens et non- 
euclidiens, et il ne suffisent d'ailleurs meme pas lorsqu'on admet en plus 
I'axiome de monodromie. 

Nous avons vu que les axiomes helmholtziens suffisent certes pour 
la caracterisation des mouvements euclidiens et non euclidiens, lorsqu'on 
les interpete d'une certaine maniere, mais qu'ils contiennent des elements 
superfius quand on les interprete ainsi, et par consequent, ils ne repre- 
sentent pas une veritable solution du probleme de Riemann-Helmholtz. 
Dans les deux chapitres suivants, nous allons maintenant traiter le pro- 
bleme de Riemann-Helmholtz d'un point de vue nouveau, et nous allons le 
resoudre de deux fagons differentes, a savoir, dans le Chapitre 22, en eta- 
blissant certains axiomes qui se referent a des points infiniment voisins, et 
dans le Chapitre 23, via des axiomes qui se referent a des points finiment 
eloignes. 



Chapitre 22. 



Premiere solution du probleme de Riemann-Helmholtz. 

Le probleme de Riemann-Helmholtz, comme nous I'avons formule a 
la page ll57l demande d'indiquer des proprietes qui sont communes a la fa- 
mille de mouvements euclidiens et aux deux families de mouvements non- 
euclidiens et grace auxquelles ces trois families se distinguent de toutes les 
autres families possibles de mouvements. 

Comme ce probleme est en fait indetermine, nous le specifions plus 
precisement des le debut par 1' exigence que 1' ensemble des proprietes a 
indiquer doivent non seulement etre suffisantes pour caracteriser nos trois 
families, mais encore etre necessaires, c'est-a-dire que ces trois familles-la 
de mouvements ne doivent pas seulement etre caracterisees par une frac- 
tion des proprietes en question. Mais cependant, meme sous cette version 
determinee, le probleme admet encore des solutions tres diverses, puisque 
dans le choix des proprietes requises, on n'est par ailleurs soumis a aucune 
limitation supplementaire. 

Parmi les proprietes qui sont communes a nos trois families de mou- 
vements, il s'en trouve une qui nous touche de pres, a savoir que chacune 
des trois families constitue un groupe reel continu, dont les transforma- 
tions sont inverses I'une de 1' autre par paires. Nous supposons alors depuis 
le debut cette propriete comme quelque chose de donneQ, et nous devons 
maintenant simplement demander encore : Par quelles proprietes peut- 
on distinguer le groupe des mouvements euclidiens et les deux groupes de 
mouvements non-euclidiens parmi tous les groupes reels continus posse- 
dant des transformations inverses par paire ? Pour alleger le discours, nous 

*. Nous ne voulons pas passer sous silence le fait qu'il est tout a fait possible d'eta- 
blir d' autres exigences dont decoulent cette propriete de type « groupe ». Mais on peut 
bien sur soutenir qu'il est conforme a la nature des choses d'etablir des le debut ces exi- 
gences quant a la nature des groupes. Dans le concept de mouvement se trouve en effet le 
fait qu'on peut accomplir deux mouvements Fun apres F autre, et il decoule de la imme- 
diatement que Fensemble des transformations qui representent des changements de lieu 
possibles par mouvement forme un groupe. Nous ajoutons seulement encore Fhypothese 
que le groupe est continu et qu'il est constitue de transformations inverses I'une de I'autre. 
Du reste, dans le Chapitre 21, nous avons deja donne une solution qui ne fait pas usage de 
cette derniere propriete des groupes. 
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supprimerons toujours dans la suite les mots : « possedant des transforma- 
tions inverses par paires », et ces mots seront ainsi a chaque fois sous- 
entendus. 

Dans le present chapitre nous allons repondre a cette question d'une 
maniere telle que nous nous limiterons aux proprietes qui se referent a des 
points infiniment voisins. Nous allons introduire un nouveau concept, a sa- 
voir le concept de litre mobilite dans V infinitesimal, et nous montrerons 
que chaque groupe reel continu agissant sur un espace dont la dimension 
est strictement superieure a deux qui possede la libre mobilite dans 1' infi- 
nitesimal en un point de position generale est semblable, via une trans- 
formation ponctuelle reelle de I'espace en question, soit au groupe des 
mouvements euclidiens, soit a I'un des deux groupes de mouvements non- 
euclidiens de I'espace en question. Par consequent, il sera alors demontre 
que les proprietes que nous aurons reunies dans le concept de libre mobilite 
dans I'infnitesimal, seront des proprietes caracteristiques telles que celles 
que nous recherchonsQ. 

Dans le § 97 nous prendrons tout d'abord en consideration le plan, 
dans lequel, a vrai dire, le concept de libre mobilite dans I'infinitesimal 
ne suffit encore pas pour caracteriser les mouvements euclidiens et non- 
euclidiens. Dans le § 98, nous traiterons de I'espace ordinaire trois fois 
etendu, et dans le § 99, de I'espace a un nombre quelconque de dimensions. 
Dans le § 100 enfin, nous etudierons brievement les liens qui existent entre 
nos developpements et ceux de Riemann. 

§97. 

Soit (5 un groupe reel continu d'un espace quelconque et soit F une 
figure quelconque dans cet espace. Alors, si (5 contient un sous-groupe 
continu a au moins un parametre par Taction duquel la figure F reste inva- 
riante, nous voulons dire qu'apres fixation de F, un mouvement continu est 
encore possible par le groupe (5. Si au contraire le plus grand sous-groupe 
continu de iS qui laisse F invariante est seulement constitue de la trans- 
formation identique, alors nous disons qu'apres fixation de F, plus aucun 
mouvement continu n'est possible. 

En utilisant une telle maniere de s'exprimer, nous definissons mainte- 
nant ce que nous entendons par « libre mobilite dans I'infinitesimal » pour 
un plan. 

Definition. Un groupe reel continu du plan possede la libre mobilite 
dans rinfinitesimal en un point reel P lorsque les conditions suivantes sont 

*. Ce qui suit est une refonte de I'etude que Lie a conduite aux pages 284 a 321 du 
Leipziger Berichte de 1890. 
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remplies : Apres fixation de P, un mouvement continu doit encore etre pos- 
sible ; au contraire, aucun mouvement ne doit plus etre possible, aussitot 
que Von a fixe, outre P, un element lineaire quelconque passant par P. 

Nous cherchons maintenant tous les groupes reels continus du plan 
qui possedent la libre mobilite dans 1' infinitesimal en un point reel de po- 
sition generale. 

Soit G un groupe ayant les qualites requises et soit P un point reel 
de position generale, en lequel G possede la libre mobilite dans I'infinite- 
simal. Si ensuite g est le plus grand sous-groupe continu de G par lequel 
le point P reste au repos, chaque element lineaire reel passant par P doit 
pouvoir toumer continument autour de P par Taction de g ; car si tel n'etait 
pas le cas, g laisserait au moins un de ces elements lineaires au repos, et g 
serait alors le plus grand sous-groupe continu de G par lequel le point P 
et I'element lineaire en question restent invariants, et g devrait par conse- 
quent se reduire a la transformation identique, alors que nous avons tou- 
tefois suppose qu'apres fixation de P, un mouvement continu etait encore 
possible. 

II decoule de la immediatement que G n'est pas seulement transi- 
tif, mais qu'il est meme aussi reel-primitifQ. Si en effet il etait intran- 
sitif ou s'il etait reel-imprimitif, il laisserait invariante une famille reelle 
de courbes : Lp{x, y) = const., et alors par consequent, en meme temps 
que chaque point reel x, y fixe en position generale, I'element lineaire 
reel : dx : dy passant par ce point, qui est determine par I'equation : 
(fx dx + tpydy = 0, resterait simultanement au repos ; mais comme, apres 
fixation d'un point P qui se trouve bien sur aussi en position generale, au- 
cun element lineaire reel passant par ce point ne doit rester au repos, nous 
parvenons ainsi a une contradiction. 

II est par ailleurs facile de verifier que notre groupe est a trois pa- 
rametres. En effet, si on fixe le point P et un element lineaire reel quel- 
conque passant par ce point, alors aucun mouvement continu n'est encore 
possible, et il ne reste done plus aucun parametre arbitraire dans le groupe. 
Comme en outre P, en tant que point de position generale, peut prendre 
oo^ positions differentes a cause de la transitivite du groupe, et comme, 
apres fixation de P, les elements lineaires reels passant par P peuvent en- 
core tourner tout autour de P, la fixation du point et de I'element lineaire 
foumit done exactement trois conditions pour les parametres de G, et par 

*. Par souci de brievete, nous appelons reel-primitif tout groupe reel qui est primitif, 
des qu'on se restreint au domaine reel, bien qu'il puisse etre imprimitif dans le domaine 
complexe (cf. p. 363). 
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consequent, le nombre de ces parametres est simplement egal a trois. Et 
maintenant, puisque nous avons deja determine aux pages 370 sq. tous les 
groupes reels a trois parametres du plan qui sont reels-primitifs, nous ob- 
tenons le 

Theoreme 38. Si un groupe reel continu du plan possede la libre 
mobilite dans V infinitesimal en un point reel de position generale, alors il 
est a trois parametres et il est semblable, via une transformation ponctuelle 
reelle de ce plan, soit au groupe reel continu projectif a trois parametres 
de la conique^ : 

x^ + y^ + l = 0, 
soit au groupe reel continu projectif de la conique^ : 

soit a I'un des groupes projectif s a trois parametres de la forme : 

p, q, yp — xq + c {xp + yq) , 
oil c designe une constante reelle. 

En ce qui concerne les groupes que Ton a trouves ici, il est avant tout 
remarquable qu'ils possedent tous la libre mobilite dans I'infinitesimal en 
tous les points reels d'une certaine partie du plan, alors que nous avons de- 
mande seulement qu'ils possedent cette propriete en un point reel de po- 
sition generaleB Ce phenomene trouve son origine dans le fait que chaque 
groupe qui possede la libre mobilite dans I'infinitesimal en un point reel de 
position generale possede aussi cette propriete en tous les points reels qui 
se trouvent dans un certain voisinage du point en question. 

D'un autre cote, les groupes que Ton a trouves montrent que dans le 
plan, la libre mobilite dans I'infinitesimal ne suffit encore pas pour carac- 
teriser le groupe des mouvements euclidiens et les deux groupes de mou- 
vements non-euclidiens, car en dehors de ces trois groupes, chaque groupe 
de la formeQ : 

p, q, yp — xq + c{xp + yq) (c^o) 

1 . Trois generateurs infinitesimaux sont : p + x^p + xyq, q + xyp + y^qetyp — xp; 
ils annulent en effet F equation de la conique en restriction a la conique. 

2. Trois generateurs infinitesimaux sont : —p + x'^p + xyq, —q + xyp + y^q et 
yp - xp. 

3. De toute fa9on, par analyticite, des qu'elle est satisfaite en un seul point, la libre 
mobiUte dans I'infinitesimal est alors satisfaite en tous les points qui n'appartiennentpas 
a un certain sous-ensemble analytique ferme de codimension ^ 1, done notamment en 
tous les points d'un certain ouvert dense. 

4. Les courbes integrales du troisieme champ sont des spirales s'enroulant autour 
de r origine, qui degenerent en cercles pour c = 0. 
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possede effectivement encore la libre mobilite dans I'infinitesimal en tout 
point reel qui n'est pas infiniment eloigne. Si Ton veut exclure ces groupes, 
afin de ne conserver que les mouvements euclidiens et non-euclidiens, on 
doit done etablir un axiome special. Cependant, cette observation ne coin- 
cide pas avec la remarque de Monsieur de Helmholtz, d' apres laquelle dans 
le plan, le groupe euclidien et les deux groupes non-euclidiens ne sont pas 
les seuls relativement auxquels deux points ont un et un seul invariant, tan- 
dis qu'un nombre de points superieur a deux n'a pas d'invariant essentiel. 

Nous voulons maintenant completer les resultats acquis en recher- 
chant aussi tous les groupes reels continus projectifs du plan qui possedent 
la libre mobilite dans 1' infinitesimal en un point reel de position generale. 
La connaissance de ces groupes nous sera utile plus tard, lorsque nous en- 
visagerons I'espace trois fois etendu. 

Exactement comme plus haut, nous verifions tout d'abord que chaque 
groupe projectif du plan qui satisfait nos exigences est transitif et pos- 
sede trois parametres. D' apres notre enumeration des groupes projectifs 
du plan a trois parametres (voir p. 106), on obtient a nouveau que chacun 
des groupes demandes laisse invariant soit une conique, soit un point. 

Si une conique reste invariante, alors son equation doit etre reelle, car 
sinon la conique imaginaire conjuguee resterait aussi invariante et notre 
groupe ne pourrait pas alors etre a trois parametres. 
Et maintenant, puisque chaque conique dont I'equation est reelle peut 
etre ramenee, via une transformation projective reelle, a I'une des deux 
formes : -|- ± 1 = 0, ce cas-la est deja regie. 

Si d'un autre cote un point reste invariant, alors ce point ne peut pas 
etre reelH car sinon, si un point reel en position generale etait fixe, chaque 
element lineaire passant par ce point ne pourrait pas toumer autour de lui, 
et done il n'y aurait aucun point reel de position generale en lequel il pos- 
sederait la libre mobilite dans I'infinitesimal. Par consequent, le point in- 
variant est imaginaire et le point imaginaire conjugue reste simultanement 
au repos, ainsi que la droite de liaison reelle passant par les deux. 

Si nous depla9ons alors les deux points appropries grace a une trans- 
formation reelle projective en les deux points du cercle notre groupe se 
transforme en un sous-groupe a trois parametres du groupe suivant a quatre 
parametres : 

(1) p, q, yp-xq, xp + yq, 

5. Les transformations sont projectives, done la droite passant par le point uni- 
versellement fixe et le point P qu'on fixe en position generale serait stabilisee, ce qui 
contredirait la libre mobilite dans I'infinitesimal en P. 
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et nous devons par consequent seulement rechercher encore tous les sous- 
groupes a trois parametres de ce groupe, qui satisfont notre exigence. 

Si un sous-groupe reel G de (1) a trois parametres possede la libre 
mobilite dans 1' infinitesimal en un point Xq, Uq de position generale, alors, 
quand on fixe ce point, les oo^ elements lineaires : dx : dy qui pas sent 
par ce point sont transformes par Taction d'un groupe a un parametre. 
Si nous nous imaginons maintenant que le point : xo,yo est deplace sur 
I'origine des coordonnees grace a une transformation reelle du groupe a 
deux parametres : p, q, alors le groupe G regoit une nouvelle forme dans 
laquelle il y a en tout cas une transformation infinitesimale de la forme : 

(2) yp — xq + c {xp + yq) , 

car : xp + yq laisse generalement au repos chaque element lineaire passant 
par I'origine des coordonnees. De plus, comme groupe transitif, G contient 
encore deux transformations infinitesimales de la formed : 

p + a{xp + yq), q + P (xp + yq). 

En calculant maintenant les crochets avec (2), on obtient : 

-q + cp, p + cq, 

et comme c est reel, et que G ne peut contenir que trois transformations in- 
finitesimales independantes, on en deduit que a et /3 s'annulent tous deux, 
et que par consequent G possede la forme : 

p, q, yp — xq + c {xp + yq) . 

Ainsi, la proposition suivante est valide. 

Proposition 1. Si un groupe projectif reel continu du plan possede 
la libre mobilite dans I 'infinitesimal en un point reel de position generale, 
alors il est a trois parametres et il est semblable, via une transformation 
projective^ reelle du plan, a I'un des groupes projectif s indiques dans le 
Theoreme 38. 

Parmi les groupes projectifs rassembles dans le Theoreme 38, il y en a 
deux qui ne possedent pas la libre mobilite dans 1' infinitesimal en certains 
points reels, a savoir premierement le groupe de la conique : x'^+y'^—1 = 0, 
et deuxiemement le groupe : p, q, yp — xq + c {xp + yq). Pour le premier, 
la libre mobilite dans I'infinitesimal n'a pas lieu en tous les points reels de 
la conique et aussi en tous les points de la conique qui ne sont par reelsH 

6. — apres combinaison lineaire via (2) — 

7. Compare au Theoreme 38, tout est projectif, maintenant. 

8. En effet, puisque la conique (le cercle) est stabilise, les directions tangentes sont 
elles aussi fixees, dans le domaine reel aussi bien que dans le domaine complexe. 
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et pour le deuxieme, en tous les points reels de la droite a I'mfini. Au 
contraire, 11 n'y a aucun point exceptionnel tel@ 

Theoreme 39. Si un groupe projectif reel continu du plan possede 
sans exception la litre mobilite dans V infinitesimal en tous les points reels, 
alors il est transitif a trois parametres et il pent etre transforme, via une 
transformation reelle projective, en le groupe projectif reel a trois para- 
metres de la conique ; + + 1 = 0. 

§98. 

Les recherches des precedents paragraphes doivent maintenant etre 
accomplies pour I'espace ordinaire trois fois etendu. Nous definissons done 
tout d'abord ce que nous entendons ici par « libre mobilite dans 1' infinite- 
simal ». 

Definition. Un groupe reel continu de I'espace trois fois etendu pos- 
sede la libre mobilite dans I'lnfinitesimal en un point reel P lorsque les 
conditions suivantes sont remplies : Si I 'on fixe le point P et un element 
lineaire quelconque passant par ce point, alors un mouvement continu doit 
toujours etre possible ; si au contraire on fixe encore, outre P et cet ele- 
ment lineaire-ld, un element de surface quelconque, qui passe par les deux, 
alors aucun mouvement continu ne doit etre encore possible. 

Nous cherchons maintenant tous les groupes reels continus de i?3 qui 
possedent la libre mobilite dans 1' infinitesimal en un point reel de position 
generale. 

Soit G un groupe ayant la qualite requise et soit P le point reel de po- 
sition generale en lequel G possede la libre mobilite dans 1' infinitesimal. Si 
on fixe ensuite P et en outre aussi un element lineaire quelconque passant 
par lui, alors chaque element de surface passant par les deux doit encore 
pouvoir tourner continument autour de I'element lineaire en question, si- 
non aucun mouvement continu ne serait encore possible apres fixation de 
I'element lineaire concerne, en contradiction avec notre hypothese. 

Se laisse deduire de la que G est transitif. En effet, si oo^ surfaces 
reelles : (/^(xi, X2, 2:3) = const, restaient invariantes, alors P en commun 
avec le plan tangent a la surface : Lp = const, passant par lui determine- 
rait un element de surface qui ne pourrait tourner autour d' aucun element 
lineaire contenu en lui. D'un autre cote, si 00^ courbes reelles restaient in- 
variantes, alors on pourrait les arranger d'une infinite de manieres en une 



9. En effet, ce n'est qu'en les points, tous purement complexes, de la conique qu'on 
n'a pas libre mobilite dans 1' infinitesimal. 
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famille de oo^ surfaces invariantes, et Ton reviendrait done a la situation 
dont on a demontre a I'instant qu'elle est impossible. 

A travers notre point P passent oo^ elements lineaires : dxi : dx2 : 
dxs, qui forment une variete plane deux fois etendue. Si Ton fixe P, alors 
cette variete est transformee par un groupe reel projectif g qui est manifes- 
tement constitue de telle sorte qu'apres fixation d'un element lineaire reel 
quelconque, chaque element de surface le contenant peut tourner autour de 
I'element lineaire, tandis qu'absolument aucun mouvement continu n'est 
encore possible, aussitot qu'on fixe un element lineaire reel quelconque et 
un element de surface quelconque le contenantQ. Mais en rapportant main- 
tenant les oo^ elements lineaires passant par P de maniere projective aux 
points reels d'un plan, le groupe g se transforme alors en un groupe reel 
projectif g' de ce plan qui est isomorphe-holoedrique a g, et comme les 
elements de surface reels passant par P correspondent en meme temps aux 
elements lineaires reels de ce plan, nous reconnaissons alors immediate- 
ment que le groupe g' possede la libre mobilite dans I'infinitesimal sans 
exception en tous les points de ce plan. D'apres le Theoreme 39, il decoule 
de la que g' est transitif a trois parametres et qu'il peut etre transforme, via 
une transformation reelle projective du plan, en le groupe de la conique : 
+ y'^ + I = 0. Par consequent le groupe g' est aussi transitif a trois pa- 
rametres et il laisse invariante une conique imaginaire d'elements lineaires 
dont nous pouvons nous imaginer 1' equation rapportee a la forme : 

(3) dxl + dx\ + dxl = 0, 

via une transformation lineaire homogene en dxi, dx2, dx^. 

En appliquant cela au groupe G, on obtient avant tout que G est a six 
parametres. Si en effet Ton fixe le point P, ainsi qu'un element lineaire reel 
passant par P et un element de surface reel quelconque qui les contient tous 
deux, alors les parametres de G seront ainsi soumis a exactement 3+2+1 = 
6 conditions, ce qui decoule de la transitivite de G et de la propriete de g 
qu'on a decrite plus haut. Mais alors, comme d'apres les hypotheses qu'on 
a justement posees, plus aucun mouvement continu n'est encore possible, 
le nombre de ces parametres doit etre precisement egal a six. 

En outre, il est clair qu'apres fixation de P, le groupe transitif a six 
parametres G transforme les oo^ elements lineaires reels par une action a 
trois parametres, et pour preciser, de telle sorte que reste invariante une co- 
nique imaginaire du second degre constituee d'elements lineaires. Si done 
nous nous imaginons P transfere sur I'origine des coordonnees via une 



1. Fixer ou bien seulement un element-plan ou bien seulement un element-ligne 
laisse bien entendu encore des degres de liberie. 
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transformation ponctuelle reelle, et si ensuite on produit une transforma- 
tion lineaire homogene reelle en xi,X2, pour que la conique d'elements 
lineaires rattachee a P soit representee par I'equation (3), alors G re9oit 
une nouvelle forme telle que dans le voisinage de I'origine des coordon- 
nees, il contient six transformations infinitesimales independantes de la 
forme : 

Pi H , P2 H , P3 H , 

x^,p^ -x^p^ + a^^ {xipi + X2P2 + X3P3) H 

Comme G est a six parametres, les constantes reelles a^y doivent ici toutes 
s'annuler ensemble, comme on s'en convainc aisement en calculant les 
crochets. 

Le groupe G appartient done aux groupes reels que nous avons de- 
termines aux pages 385 sq. ; comme il est a six parametres, nous obtenons 
le 

Theoreme 40. Si un groupe reel continu de I'espace troisfois etendu 
possede la libre mobilite dans V infinitesimal en un point de position gene- 
rale, alors il est transitifd six parametres et il est equivalent, via une trans- 
formation ponctuelle reelle de cet espace, soit au groupe des mouvements 
euclidiensa soit a I'un des deux groupes de mouvements non-euclidiens 
de cet espace, et par consequent dans le deuxieme cas ou Men au groupe 
projectif reel continu a six parametres par lequel la surface imaginaireu ■' 
xf + xl + xl + 1 = reste invariante, ou bien au groupe projectif reel 
continu de la surface reelle non reglee : x\ + x^ + x\ — 1 = 

Nous voyons ainsi que dans I'espace trois fois etendu, la libre mobilite 
dans r infinitesimal suffit parfaitement pour caracteriser les mouvements 
euclidiens et non-euclidiens, ce qui offre un nouvel exemple du fait que 
I'espace trois fois etendu se distingue essentiellement de I'espace deux 
fois etendu. 

Nous pouvons maintenant indiquer aussi immediatement tous les 
groupes projectif s reels continus de I'espace ordinaire, qui possedent la 
libre mobilite dans I'infinitesimal en un point de position generale. 

Chaque groupe projectif (S de cette espece est en effet semblable, via 
une transformation ponctuelle reelle, a I'un des trois groupes du theoreme 
demontre a I'instant. Mais d'apres le Theoreme 19, p. 292, chacun de ces 
groupes peut etre transforme a nouveau en un groupe projectif seulement 

2. Six generateurs sent : pi, p2, ps et 2:2^1 - xip2, x^pi - xips, xzP2 ~ X2P3- 

3. Six generateurs dans Fun et I'autre cas sont : pi, p2, P3 et ztpi + xi{xipi + 

X2P2 + X3P3), ±P2 + X2{xiPl + X2P2 + X3P3), ±P3 + X3{xipi + X2P2 + X3P3). 
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au moyen d'une transformation projective, done on obtient que la transfor- 
mation ponctuelle reelle par laquelle le groupe (5 est semblable a I'un de 
nos trois groupes, est projective. Enfin, si nous tenons encore compte du 
fait que I'un des groupes du Theoreme 40 possede la libre mobilite dans 
I'infinitesimal en chaque point reel de I'espace sans exception, tandis que 
les deux autres groupes ne possedent cette propriete que dans une portion 
de I'espace, nous pouvons enoncer notre resultat de la maniere suivante : 

Theoreme 41. Si un groupe projectif reel continu de I'espace ordi- 
naire trois fois etendu possede la libre mobilite dans I'infinitesimal en tons 
les points reels de cet espace sans exception, alors ce groupe est transitifd 
six parametres et il est constitue de toutes les transformations projectives 
reelles par Taction desquelles reste invariante une surface imaginaire non- 
degeneree du second degre qui est representee par une equation reelle. 

Proposition 2. Si un groupe projectif reel continu de I'espace ordi- 
naire trois fois etendu ne possede pas la libre mobilite dans I'infinitesimal 
en tous les points reels de cet espace, mais la possede seulement en les 
points reels d'une certaine region, alors ce groupe est transitifd six para- 
metres, et pour preciser, il est semblable, via une transformation projective 
reelle, soit au groupe projectif reel continu d'une surface reelle du second 
degre non reglee, soit au groupe des mouvements euclidiens. 

§99. 

Avant que nous passions a la generalisation des enonces du prece- 
dent paragraphe a I'espace ayant nombre quelconque de dimensions, nous 
devons en quelques mots clarifier certaines manieres de s'exprimer, dont 
nous ferons usage (c/aussi la Remarque p. 338). 

Par chaque point d'un espace n fois etendu xi . . . x„ passent oo"~^ 
elements lineaires : dxi dxn qui forment une variete projective 

(n — l)-fois etendue. Maintenant, dans I'espace ordinaire trois fois etendu, 
nous avons qualifie par le nom : « Element de surface » chaque touffe unie 
[ebene BUschel] de oo^ tels elements lineaires, et dans nous voulons 
plutot dire pour cela : Element d'une variete a deux dimensions, ou plus 
brievement : M2-element. Pareillement, chaque botte unie [ebene BUndel] 
de oo^ elements lineaires devra etre designee comme Element d'une va- 
riete a trois dimensions, ou plus brievement comme M^-element, et ainsi 
de suite. Enfin, nous voulons nous reserver le droit d'employer aussi I'ap- 
pellation : Mi -eJement pour les elements lineaires. 

A present nous pouvons definir ce que nous entendons par libre mo- 
bilite dans I'infinitesimal dans R„. 
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Definition. Un groupe reel continu de transformations ponctuelles de 
Rn possede la libre mobilite dans rinfinitesimal en un point reel P lorsque 
les conditions suivantes sont remplies : Si I 'on fixe le point P, puis un Mi- 
element reel quelconque passant par lui, puis un M2-element reel quel- 
conque passant par les deux, puis un M^-element reel passant par les trois, 
etc. , et tout de suite enfin un Mq-element reel quelconque, qui passe par 
tous les elements anterieurs, alors un mouvement continu doit etre possible 
aussi longtemps et seulement aussi longtemps que q < n — 1. 

Nous sommes tout pres de presumer que les enonces que nous avons 
trouves dans le § 98 pour I'espace a trois dimensions se laissent transferer 
a chaque espace a n > 3 dimensions. En d'autres termes, nous sommes sur 
le point de presumer que les enonces suivants sont valides : 

Theoreme 42. Si un groupe reel continu de Rn {n ^ 3) possede la 
libre mobilite dans V infinitesimal en un point reel de position generale, 
alors il est transitif a | n{n + 1) parametres et il est semblable, via une 
transformation ponctuelle reelle de Rn, soit au groupe des mouvements 
euclidiens, soit a I'un des deux groupes de mouvements non-euclidiens, 
done dans le deuxieme cas ou bien au groupe projectif reel continu de la 
variete : 

xl + xl + --- + xl + l = 
ou bien au groupe projectif reel continu de la variete : 

xl + xl + --- + xl-l = 0. 

Theoreme 43. Si un groupe projectif reel continu de Rn {n ^ 3) 
possede la libre mobilite dans V infinitesimal en tous les points reels de cet 
espace sans exception, alors ce groupe est transitif a \n{n+l) parametres 
et il est constitue de toutes les transformations projectives reelles par Fac- 
tion desquelles reste invariante une surface imaginaire non-degeneree du 
second degre qui est representee par une equation reelle. 

Proposition 3. Si un groupe projectif reel continu de Rn {n ^ 3) ne 
possede pas la libre mobilite dans V infinitesimal en tous les points reels de 
cet espace, mais la possede seulement en les points d'une certaine region, 
alors ce groupe est transitif a ^n{n + l) parametres, et pour preciser, il est 
semblable, via une transformation projective reelle, soit au groupe d'une 
variete reelle du second degre non reglee, soit au groupe des mouvements 
euclidiens de cet espace. 

Nous allons maintenant montrer que les choses se comportent effec- 
tivement ainsi. A cette fin, nous avons evidemment seulement besoin de 
montrer qu'en admettant la validite de nos enonces dans un espace an ^ 3 
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dimensions, leur justesse en decoule toujours dans I'espace a n + 1 dimen- 
sions ; car puisque nos enonces sont deja reconnus vrais pour n = 3, leur 
justesse sera alors demontree pour tout n ^ 3. 

Nous posons done a I'avance que les Theoreme 42 et 43 ainsi que la 
Proposition 3 sont deja demontres pour I'espace an ^ 3 dimensions. Sous 
ces hypotheses nous cherchons d'abord tous les groupes reels continus de 
Rn+i qui possedent la libre mobilite dans 1' infinitesimal en un point reel 
quelconque de position generale. 

Soit G un groupe reel continu de Rn+i qui possede la libre mobilite 
dans r infinitesimal en un point reel P de position generale. Si ensuite on 
fixe le point P, puis un Mi-element reel quelconque passant par lui, puis un 
M2-element reel quelconque passant par les deux, etc. , et finalement un 
M„_i-element reel quelconque passant par tous les elements precedents, 
alors chaque Af„-element reel qui passe par le M„_i-element fixe peut 
encore tourner continument autour de cet element; car s'il ne le pouvait 
pas, aucun mouvement continu ne serait encore possible apres fixation des 
71—1 element sus-nommes. 

II decoule de la que G est transitif. Si en effet il etait intransitif, alors 
Rn+i se decomposerait d'une maniere, ou bien meme d'une infinite de ma- 
nieres, en oo^ varietes reelles invariantes n fois etendues, done il passerait 
par le point P, qui est en position generale, au minimum un M„-element 
reel qui resterait invariant en meme temps que P, en consequence de quoi 
il ne pourrait pas se tourner continument autour d'aucun M„_i-element 
reel contenu en lui. 

Par ailleurs, souvenons-nous a ce sujet que les oo" Afi-elements reels 
passant par P forment une variete lisse n fois etendue, qui — le point 
P etant fixe — est transformee par Taction d'un groupe projectif reel g. 
Imaginons-nous les Afi -elements de cette variete rapportes projectivement 
aux points reels d'un espace lisse n fois etendu i?^ ; alors chaque Mi- 
element passant par P se transforme en un point de i?^ ; a chaque M2- 
element passant par P correspond clairement et de maniere reversible un 
M{ -element reel de ; en general, a chaque A/g-element reel passant par 
P correspond clairement et de maniere reversible un Mg_]^ -element de ; 
et enfin, au groupe g correspond un groupe projectif reel g' de R'^ qui lui est 
isomorphe-holoedrique. Si maintenant nous fixons dans un point, puis 
un A/(-element reel quelconque passant par ce point, puis un M2-element 
reel quelconque passant par les deux, etc. , et finalement un M'^^_2-€lement 
reel quelconque qui passe par tous les elements precedents, alors chaque 
Af^_i -element reel qui passe par le point et par tous ces elements doit 
pouvoir se tourner encore autour du M'^^_2-€lement ; sinon, I'exigence de 
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libre mobilite dans 1' infinitesimal au point P ne serait pas satisfaite par 
notre groupe G. Par consequent, le groupe projectif reel g' de possede 
la libre mobilite dans 1' infinitesimal sans exception en chaque point reel de 

Mais puisque d'apres notre hypothese, le Theoreme 43 est valide dans 
I'espace n fois etendu le groupe q' est alors a | n{n + 1) parametres 
et peut etre rapporte, via une transformation projective reelle de a une 
forme telle qu'il laisse invariante la variete imaginaire du second degre : 

+ x'/ + ■ ■ ■ + + 1 = 0. 

Par consequent, le groupe q est aussi a \ n{n + I) parametres et il peut 
etre rapporte, via une transformation lineaire homogene reelle des diffe- 
rentielles : dxi . . . dxn+i, a une forme telle qu'il laisse invariante la variete 
imaginaire des A/i -elements qui est representee par 1' equation : 

(4) dxj + --- + dxl + dxl^^ = 0. 

Si nous revenons maintenant au groupe G, nous reconnaissons 
qu'apres fixation de P, les oo" Mi -elements reels sont transformes de 
I n{n + 1) manieres differentes par ce groupe, et pour preciser, de telle 
sorte qu'une certaine variete imaginaire du second degre constitute de 
Ml -elements reste invariante. Si en particulier nous nous imaginons que le 
point P est transfere sur I'origine des coordonnees par une transformation 
ponctuelle reelle, nous pouvons toujours parvenir, grace a une transforma- 
tion lineaire homogene reelle en les variables xi . . . Xn^i, a ce que cette 
variete imaginaire soit representee par 1' equation (4). 

Enfin, on doit encore remarquer que G est a | (n + l)(n + 2) para- 
metres. Si nous fixons en effet le point P, alors les parametres de G sont 
soumis a n + 1 conditions, puis, si nous fixons tous les oo" Mi-elements 
reels passant par P, les parametres de G sont soumis a | n(n + 1) condi- 
tions supplementaires, car ces oo" Mi -elements se transforment, apres 
fixation de P, precisement de | n(n + 1) manieres differentes. Et main- 
tenant, comme aussitot que sont fixes P ainsi que tous les A/i -elements 
reels passant par lui, tous les M2-, M3-, . . .Af„-elements reels passant par 
P demeurent en meme temps au repos, en consequence de quoi plus aucun 
mouvement continu n'est encore possible, alors le nombre de parametres 
de G doit etre simplement egal a : 

. n{n+l) _ (n+l)(n+2) 
IL-t-l-t- — 1.2 

A present, il est facile de determiner G. 

Si en effet nous nous imaginons les variables xi . . . Xn+i choisies 
comme ci-dessus, done en particulier de telle sorte que P soit I'origine 
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des coordonnees, alors, dans le voisinage de I'origine des coordonnees, le 
groupe G contient visiblement ^ n{n + 1) transformations infinitesimales 
independantes de la forme : 

Pi H , ■ ■ ■ , Pn+l H , X^py - Xyp^ + a^u ^ XrPr H , 

1 

{fi, u = 1 ■■■ n+l; /^<i'), 

ou les a^u sont des constantes reelles. Comme G a exactement ^{n + 
l){n + 2) parametres, on obtient de plus immediatement en calculant les 
crochets que tous les a^u s'annulent. Par consequent, le groupe G appar- 
tient aux groupes reels que nous avons determines aux pages 385 sq., et 
pour preciser, on obtient que G pent etre transforme via une transforma- 
tion ponctuelle reelle de Rn+i, soit en le groupe des mouvements eucli- 
diens de cet espace, soit en le groupe projectif reel continu de I'une des 
deux varietes du second degre : 

xl + --- + xl^^ ±1 = 0. 

Ainsi, on a demontre que, aussitdt que le Theoreme 43 est valable 
dans un espace de dimension n ^ 3, le Theoreme 42 est toujours vrai dans 
un espace an ~\- 1 dimensions. 

Mais si le Theoreme 42 vaut dans un espace an+1 dimensions, alors 
le Theoreme 43 et la Proposition 3 valent en meme temps dans cet espace. 

En effet, chaque groupe projectif reel continu (S de Rn+i, qui possede 
la libre mobilite dans 1' infinitesimal en un point reel de position generale 
est semblable, sous les hypotheses qu'on a justement posees, via une trans- 
formation ponctuelle reelle, soit au groupe des mouvements euclidiens de 
Rn+i, soit a I'un des deux groupes de mouvements non-euclidiens de cet 
espace. Mais d'apres le Theoreme 19, p. 292, cette transformation ponc- 
tuelle reelle est necessairement projective, et par consequent, nous par- 
venons tout simplement, avec les hypotheses que nous avons posees, au 
Theoreme 43 et a la Proposition 3. 

Avec cela, on a demontre que, aussitdt que les Theoremes 42 et 43 et 
que la Proposition 3 valent dans un espace a n ^ 3 dimensions, il sont 
aussi vrais dans I' espace an + 1 dimensions. Puisque nous les avons dejd 
demontres dans V espace ordinaire trois fois etendu, ils sont done valides 
en toute generalite. 
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Si done n ^ 3, alors le groupe des mouvements euclidiens et les deux 
groupes de mouvements non-euclidiens de Rn sont completement caracte- 
rises par I 'exigence qu 'il doivent avoir la litre mobilite dans I 'infinitesimal 
en un point de position generale. 

Mentionnons encore que les developpements qui precedent ne valent 
pas seulement pour les groupes reels dont les transformations finies sont 
representees par des equations analytiques, mais aussi pour les groupes 
dont les equations finies sont non-analytiques, pourvu seulement que ces 
equations autorisent un certain nombre de differentiations par rapport aux 
variables et par rapport aux parametres (voir p. 365 et p. 366). 

§ 100. 

Sur le discours d'habilitation de Riemann. 

Les recherches sur la libre mobilite dans 1' infinitesimal que nous ve- 
nous de conduire sont en relation avec certaines reflexions que Riemann 
a indiquees sans son discours d'habilitation. Nous voulons done generale- 
ment entrer plus avant dans le contenu de ce discours, d'autant plus qu'il 
a plusieurs points de contact avec toutes les recherches recentes sur les 
fondements de la geometric. 

Riemann n'est jamais facile a lire, mais sa celebre allocution « Sur les 
hypotheses qui servent de fondement a la geometrie » presente des difficul- 
tes de comprehension d'un type tout a fait special. Riemann a du presenter 
sa soutenance devant une assemblee qui ne consistait qu'en partie de ma- 
thematiciens, et pour cette raison, il s'est efforce d'etre le plus general 
possible, afin d'etre intelligible ; mais de maniere sous-jacente, la nettete 
et la determination de I'expression a subi des dommages en de tres nom- 
breux endroits, et la consequence en est que maintenant, le mathematicien 
est justement assez souvent dans le doute quant a ce que Riemann a effec- 
tivement voulu dire. 

Cette insuffisance se fait particulierement sensible dans la partie de 
r expose ou Riemann parle de la mobilite des figures d'un espace n fois 
etendu ; Riemann s'aide d'expressions qui certes peuvent sembler compre- 
hensibles a des non-mathematiciens, mais dont le sens veridique ne peut 
qu'etre devine par le mathematicien. 

Malheureusement, a ce jour, personne n'a encore jusqu' a present exa- 
mine le contenu du discours de Riemann sous toutes ses facettes aussi pre- 
cisement que nous I'avons effectue dans le Chapitre 21, dont le contenu 
est celui de I'etude helmholtzienne «Sur les f aits qui se trouvent au fon- 
dement de la geometrie ». Certes, on a retabli la theorie riemanienne de la 
mesure de courbure d'un Rn d'apres les indications de Riemann, et on s'est 
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convaincu que la longueur d'un element courbe peu veritablement, aussitot 
que la mesure de courbure est partout constante, etre rapportee a la forme 
indiquee par Riemann. Mais justement, les considerations de Riemann sur 
la mobilite des figures semblent avoir peu ou pas du tout attire 1' attention, 
bien que ces considerations soient precisement d'une importance toute par- 
ticuliere pour la conception de Riemann au sujet de la question sur les fon- 
dements de la geometric. D'un autre cote, il y a aussi encore par ailleurs 
une serie de passages dans le discours de Riemann dont un eclaircissement 
urgent est souhaitable [dringend zu wUnschen ist]. 

II serait tres meritoire que quelqu'un se soumit a I'effort de suivre 
pas a pas I'enchainement des idees de Riemann et repondit, autant que 
possible, aux diverses questions qu'on peut alors s'imposer [die sich da 
aufdrangen] . Nous n' avons toutefois pas 1' intention de realiser cela, et nous 
nous contenterons de quelques indications, qui nous I'esperons, pourront 
contribuer a stimuler un tel travail a fond des pensees riemanniennes. 

Comme nous I'avons deja mentionne auparavant, Riemann s'imagine 
en premier lieu que les points de I'espace n fois etendu sont determines par 
n coordonnees xi . . . a:„. Nous avons dit a ce moment-la (voir p. ll55l) . que 
Riemann a cherche a demontrer cela. Mais peut-etre avons-nous fait ainsi 
du tort a Riemann. 

On peut aussi interpreter cela en disant que Riemann considerait que 
la determinabilite des points par des coordonnees est une chose qui va de 
soi. Monsieur de Helmholtz semble admettre que Riemann a etabli I'hypo- 
these en question en tant qu'axiomeQ. 

Afin de pouvoir effectuer des determinations de mesure a I'interieur 
d'un espace n fois etendu, Riemann etablit comme I'hypothese la plus 
simple que chaque ligne, done chaque variete une fois etendue, est mesu- 
rable au moyen de chaque autreQ- Pour une realisation effective du mesu- 
rage [Messung], il est ensuite necessaire de posseder une expression pour 
la longueur d'un element courbe, done une expression pour la longueur 
d'un morceau infiniment petit de ligne entre deux points infiniment voisins 
Xy et Xy + dxy. II posc a I'avance que cette longueur d'un element courbe 
est une fonction homogene du premier degre en dxi . . . dxn, qui reste in- 
changee lorsque tous les dx^ changent de signe, et qui en outre depend 
encore de xi . . . x„. 

Ce qui importe maintenant pour cela, c'est de determiner plus preci- 
sement la forme de la longueur d'un element courbe. A cette fin, Riemann 
admet sans aucun mot de justification que deux points quelconques de Rn 

*. voir Gott. Nachr. 1868, p. 198. 
**. voir Riemann, ges. Werke, 1. Ausg., p. 258 sq. 
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qui ne sont pas infiniment voisins ont aussi une distance tout a fait deter- 
minee I'un par rapport a 1' autre, a savoir il pose a I'avance et sans plus de 
fa§ons r existence d'une fonction : 

r2 (^Xi . . . Xm X^ . . . Xj^ , 

qui a la meme valeur pour tous les points xi . . . x„ qui « sont aussi loin- 
tainement distants (gleich weit abstehen)» du point x1. . . a;°. On ne voit 
pas si Riemann a voulu faire une nouvelle hypothese avec cela, ou si il 
a voulu signifier que I'existence d'une telle fonction Vt decoule de I'exis- 
tence d'une longueur d'element courbe ayant la constitution indiquee. En 
tout cas, cette demiere possibilite n'est pas immediatement claire, car il est 
certain que I'existence d'une telle fonction Vt decoule de I'existence d'une 
longueur d'element courbe seulement lorqu'entre deux points, une ligne 
la plus courte possible est en meme temps determinee au moyen d'une 
telle longueur d'element courbe; il devrait done etre demontre d'abord 
que I'existence de telles lignes les plus courtes possibles, decoule des hy- 
potheses qui ont ete faites auparavant sur la longueur d'un element courbe. 

On peut se convaincre directement que I'existence d'une longueur d'element 
courbe : 

ljj{xi . . . Xn', dxi...dXn), 

qui est une fonction homogene quelconque du premier degre par rapport a 
dxi . . . dxn, ne permet pas toujours d'en tirer I'existence d'une fonction distance : 

VL{xi...Xn; yi-.-Vn) 

entre deux points finiment eloignes I'un de 1' autre. 

Soit en effet F le plus grand groupe continu de transformations ponctuelles 
reelles de i?„ par lesquelles la longueur uj{x,dx) d'un element courbe reste in- 
variante. Alors nous pouvons manifestement exprimer aussi I'existence de cette 
longueur d'un element courbe en disant : les deux points infiniment voisins x^ 
et x,y + dxjy ont I'invariant : uj{x,dx) relativement a F. De meme, I'existence 
d'une fonction distance ^}{x, y) reviendrait a ce que deux points Xy et qui sont 
finiment eloignes I'un de I'autre ont I'invariant r2(x, y) relativement au groupe F. 

Mais maintenant, deux points infiniment voisins Xy et Xy + dxy peuvent tres 
bien avoir un invariant de la forme a;(x, dx) relativement a un groupe, sans que les 
deux points Xy et yy aient un invariant. Cela est encore montre par le groupe (22) 
de i?3 mentionne a la page 12311 : 

g, xq + r, x'^q + 2xr, x^q + 3x^r, p, xp — zr. 

En effet, par son action les deux points infiniment voisins x,y, z etx + dx,y + dy, 
z + dz ont I'invariant : dy — z dx, alors que deux points finiment eloignes I'un de 
I'autre n'ont aucun invariant. 
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On peut bien sur encore penser que les choses se passent tout autrement 
si, avec Riemann, on ajoute I'hypothese que la longueur uj{x, dx) d'un element 
courbe ne modifie pas sa valeur, lorsque tous les dxy changent de signe. Dans 
ce cas, on ne peut rien deduire de I'exemple donne a I'instant, car dans ces cir- 
constances, I'invariant : dy — zdx ne satisfait pas I'exigence de Riemann. Nous 
voulons cependant ne pas donner suite aux questions suggerees par cela. 



Poursuivons notre rapport sur renchainement des idees de Riemann. 
Riemann pose done a I'avance qu'il y a une fonction : 

^l(^Xi . . . . . . 

qui a la meme valeur pour tous les points qui sont aussi lointainement 
distants de . . . x° . Comme cela semble etre le cas, le concept general 
de fonction distance dans une variete n fois etendue apparait ici pour la 
premiere fois. 

Au sujet de la fonction Riemann suppose qu'en tant que fonction 
dc xi . . . Xn, dans un voisinage du systeme de valeurs : x^ . . . elle croit 
de tous les cotes, et par consequent, elle a un minimum pour : x,^ = x^; 
il admet de plus que ses quotients differentiels du premier et du deuxieme 
ordre sont tous finis pour x^ = x^. Sous ces hypotheses, la premiere diffe- 
rentielle de doit s'annuler pour x^ = x^ et la seconde : 

l...n 

(fQ = - — - — dxn dxy 

OXn OXy 

ne doit devenir negative pour aucun systeme de valeurs : dxi . . . dXn, lors- 
qu'on substitue : x,, = 

Riemann se restreint a la consideration du cas oia la differentielle d'^il 
se transforme, pour Xi, = x^, en une forme quadratique constamment po- 
sitive par rapport a dxi . . . dxn- Le carre de la longueur ds d'un element 
courbe appartenant au point . . . 2:° ne peut alors se distinguer de I'ex- 
pression : 

l...n r 1 



E 



dx ^ dx jj 



que par un facteur constant dependant do, x\. . . x° , et par consequent la 
longueur d'un element courbe en un point quelconque x\ . . .Xn est deter- 
minee par une equation de la forme : 

\...n 

(5) ds^ = ^ a^,, (xi . . . Xn) dx^ dx^, 
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oil les a^j;^ sont des fonctions reelles dont le determinant ne s'annule pas 
identiquement, et ou le membre de droite est une fonction constamment 
positive de dxi . . . dxn pour des valeurs generales de Xi . . . x„. 

Nous avons restitue la derivation de 1' expression de la longueur d'un 
element courbe d'une maniere detaillee, parce qu'elle est d'un interet par- 
ticulier, notamment via 1' introduction d'une fonction distance. 

L' expression trouvee pour la longueur d'un element courbe permet 
d'utiliser le calcul des variations, et on obtient qu'entre deux points qui se 
trouvent a I'interieur d'une certaine region, une et une seule ligne la plus 
courte est possible et qu'elle se trouve entierement a cette region. De plus, 
il est clair que par chaque point xi . . . il passe une unique ligne la plus 
courte contenant un element lineaire : dxi : . . . : dxn donne passant par ce 
point. 

Riemann considere maintenant un M2-element quelconque passant 
par un point quelconque xi . . . Xn, et il s'imagine les lignes les plus courtes 
qui passent par chacun des oo^ elements lineaires de ce M2-element. La va- 
riete deux fois etendue ainsi engendree est uniquement determinee par le 
M2-element choisi, et sa mesure gaussienne de courbure au point xi . . . x„ 
a une valeur entierement determinee. La valeur de cette mesure gaussienne 
de courbure, qui depend seulement de la forme indiquee (5) de la longueur 
d'un element courbe, Riemann I'appelle la « mesure de courbure [Mass der 
Kriimmung] » que I'espace n fois etendu, muni de la longueur (5) d'un ele- 
ment courbe, possede au point xi . . .Xn dans la direction du Af2-element 
choisi. II affirme de surcroit que reciproquement, la longueur (5) d'un ele- 
ment courbe d'un espace n fois etendu est en general completement de- 
terminee, aussitot que la mesure de courbure est donnee en chaque point 
dans les directions de | n{n — 1) M2-elements qui sont mutuellement en 
position generale. 

Parmi les varietes n fois etendues qui ont une longueur d'element 
courbe de la forme (5) mentionnee ci-dessus, Riemann considere en parti- 
culier toutes celles pour lesquelles la mesure de courbure est constante en 
tous lieux, done pour lesquelles cette mesure de courbure a la meme valeur 
en tous les points et en tous les Af2-elements passant par ces points. II dit 
ce qui suit au sujet de ces varietes : 

« Le caractere commun de ces varietes dont la mesure de courbure 
est constante, peut aussi etre exprime en disant que les figures peuvent se 
mouvoirQ sans elargissement [Dehnung] en elles. Car il est evident que 
les figures en elles ne pourraient pas coulisser [verschiebar sein] et pivoter 
[drehbar sein] librement, si la mesure de courbure n'etait pas la meme en 



Ici a vrai dire, Riemann aurait meme du ajouter le mot « librement ». 
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chaque point et dans toutes les directions. Mais d' autre part, les rapports 
metriques de la variete sont completement determines par la mesure de 
courbure ; done les rapports metriques autour d'un point et dans toutes les 
directions sont exactement les memes qu' autour d'un autre point, et par 
consequent, a partir de ce premier point, les memes constructions peuvent 
etre transferees, d'oii il s'ensuit que, dans les varietes dont la mesure de 
courbure est constante, on peut donner aux figures chaque position quel- 
conque. » 

En ces termes, il est exprime que I'exigence d'apres laquelle la me- 
sure de courbure doit etre partout constante, a la meme signification que 
certaines exigences concernant la mobilite des figures. Si nous pla9ons 
cette derniere exigence au tout debut, nous pouvons restituer de la maniere 
suivante I'enchainement des idees de Riemann d'une maniere quelque peu 
plus precise, quoique non absolument precise : 

Riemann cherche, parmi les varietes dont la longueur d'un element 
courbe a la forme (5), toutes celles dans lesquelles les figures peuvent oc- 
cuper chaque position quelconque, c'est-d-dire, dans lesquelles les figures 
peuvent coulisser et tourner, sans subir d'elargissement. II parvient a ce 
resultat que les varietes dont la mesure de courbure est constante en tous 
lieux sont les seules dans lesquelles les figures sont mobiles de cette ma- 
niere. 

Mais maintenant, que doit-on entendre la-dessous, quand on dit que 
les figures peuvent occuper chaque position quelconque, ou encore qu'elles 
doivent pouvoir coulisser et tourner librement ? 

Tout d'abord, nous voulons etablir ce que cela veut dire que les figures 
doivent etre mobiles sans elargissement et en general. 

Quand Riemann parle d'un mouvement des figures, il s'imagine in- 
dubitablement que ce mouvement est continu, ce que montrent notamment 
les mots « coulisser » et « tourner » dont il fait usage. Mais maintenant, 
chaque mouvement continu amene avec lui une modification continue des 
cordonnees du point qui se meut, et foumit ainsi une famille continue de 
oo^ transformations reelles : 

(6) X'^ = fy{Xi. . .Xn\ t) {v = l-n) 

de la variete Xi . . . et pour preciser, une famille dans laquelle se trouve 
la transformation identique (c/p. 12141) . Si les figures ne doivent subir aucun 
elargissement au cours de ce mouvement, alors la longueur de chaque ligne 
doit rester inchangee, autrement dit : les oo^ transformations (6) doivent 
laisser invariante la longueur (5) d'un element lineaire. Inversement, il est 
evident que chaque famille (6) de oo^ transformations qui laisse invariante 
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la longueur (5) d'un element lineaire et qui contient la transformation iden- 
tique, represente un mouvement continu relativement auquel les figures ne 
subissent aucun elargissement. Par consequent, I'exigence que le mouve- 
ment des figures soit en general possible sans elargissement, revient a ce 
qu'il doive exister au moins une famille continue de oo^ transformations 
contenant la transformation identique qui laisse invariante la longueur (5) 
d'un element lineaire. 

Maintenant, I'ensemble de toutes les transformations reelles, relati- 
vement auxquelles la longueur (5) d'un element lineaire reste invariante, 
constitue certainement un groupe 25, et ce groupe (3 contient toujours un 
certain sous-groupe continu G, qui n'est contenu dans aucun sous-groupe 
continu plus grand de &. Si ensuite (6) est une famille de oo^ transforma- 
tions reelles continues qui contient la transformation identique et qui ap- 
partient au groupe G, alors cette famille determine visiblement un mouve- 
ment continu au cours duquel les figures ne subissent aucun elargissement. 
Inversement, si (6) est un mouvement continu au cours duquel les figures 
ne subissent aucun elargissement, alors la famille (6) appartient evidem- 
ment au groupe G. II decoule de la que G est completement determine 
par I'ensemble de tous les mouvements au cours desquels les figures ne 
subissent aucun elargissement ; en meme temps, il est clair que les trans- 
formations de G determinent toutes les positions que Ton peut donner aux 
figures par des mouvements continus sans elargissement. 

Et maintenant, qu'est-ce que cela veut dire, lorsque Riemann de- 
mande que les figures puissent coulisser et tourner librement sans elar- 
gissement ? 

Manifestement, le mot « librement » est si indetermine, qu'on pourrait 
en tirer n'importe quelle conclusion. On en est done reduit a indiquer des 
presomptions. 

Nous croyons qu'avec la possibilite litre de coulisser [belibige Ver- 
schiebbarkeit] pour les figures, Riemann s'est imagine qu'au cours du 
mouvement dont une figure est susceptible sans subir d'elargissement, un 
point de la figure selectionne arbitrairement peut etre envoye sur chaque 
autre point de I'espace. Avec cette interpretation, I'exigence de possibilite 
libre de coulisser revient evidemment a ce que le groupe defini plus haut 
doive etre transitif. 

D'un autre cote, par « rotations » [Drehungen], Riemann peut en tout 
cas seulement entendre les mouvements qui sont encore possibles apres 
fixation d'un point quelconque. L' exigence de possibilite libre de tourner 
[beliebigen Drehbarkeit] pour les figures, nous la comprenons done main- 
tenant en disant que le mouvement le plus general qui est encore possible 
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sans elargissement apres fixation de I'origine des coordonnees, doit de- 
pendre d'autant de parametres qu' autorise Vinvariance de V expression : 

l...ri 

tt/ii/ (0 . . .0) dXf, dxu, 

de telle sorte que le groupe transitif G doive contenir le plus grand nombre 
possible de parametres. 

Afin de nous rendre compte de la portee de cette exigence, nous de- 
vons rechercher quels sont les mouvements qui sont encore possibles sans 
elargissement apres fixation d'un point reel en position generale. 

Pour des raisons de simplicite, nous supposons que I'origine des coor- 
donnees est un point de position generale, et nous nous imaginons de plus 
que la longueur de 1' element courbe est rapportee, via une transformation 
lineaire homogene de x, a une forme telle que pour : 

Xx = X2 = ■ ■ ■ = Xn = ^, 

elle prend la forme : 

(7) dx\ + dx\ + ■ ■ ■ + dx\. 

Chaque mouvement qui est encore eventuellement possible sans elargisse- 
ment apres fixation de I'origine des coordonnees est alors represente par 
une transformation de la valeur : 

n 

(8) ^}, = ^^OLkvXv^ (fc = l-n), 

1 

par Taction de laquelle la longueur (5) d'un element courbe reste inva- 
riante ; a ce sujet, le determinant des ol^v ne doit pas s'annuler et les termes 
supprimes sont du deuxieme ordre en x, et d'ordre superieur. 

Sous les hypotheses posees il est clair que la transformation reduite 
issue de (8) : 

n 

(9) Xfc = ^ OLkvXy (fc = l-n) 

1 

doit laisser invariante I'expression differentielle (7). En outre, il est fa- 
cile de voir que la transformation (8) est completement determinee, aus- 
sitot qu'on connait la transformation reduite associee (9). La transforma- 
tion reduite associee (9) indique en effet comment sont transformes les 
oo"~^ elements lineaires passant par I'origine des coordonnees. Mainte- 
nant, une unique ligne la plus courte est dirigee par chaque element li- 
neaire dx\ dxn passant par I'origine des coordonnees et chaque 
point xi . . . Xn de cette ligne la plus courte est completement determine. 
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lorsque, mis a part relement lineaire en question, on connait aussi sa dis- 
tance r a I'origine des coordonnees. Si done Ton sait que par la trans- 
formation (8) qui laisse invariante la longueur (5) d'un element courbe, 
I'element lineaire : dxi dxn est transforme en I'element lineaire : 

dx[ : ■ ■ ■ : dx'^, alors en meme temps, la nouvelle position x'l . . . x'^ que 
le point xi . . .Xn re9oit par la transformation (8), est elle aussi determinee, 
car en effet, x[ . . . x'^ est evidemment le point qui se trouve a la distance 
r de I'origine des coordonnees sur la ligne la plus courte dirigee par I'ele- 
ment lineaire : dx[ : ■ ■ ■ : dx'^. 

Nous voyons a partir de la que chaque mouvement sans elargisse- 
ment qui est encore possible apres fixation de I'origine des coordonnees, 
est parfaitement determine par la fa9on dont il deplace les oo"^^ elements 
lineaires passant par I'origine des coordonnees. Si done nous demandons 
que le mouvement le plus general encore possible sans elargissement apres 
fixation de I'origine des coordonnees depende du plus grand nombre de pa- 
rametres, alors cela revient a demander qu' apres fixation par le groupe G 
de I'origine des coordonnees, les elements lineaires passant par ce point 
sont transformes par un groupe projectif ayant le plus grand nombre pos- 
sible de parametres. 

Si nous rassemblons les resultats acquis, nous pouvons dire : Lorsque 
Riemann demande qu'il existe une longueur d' element courbe constam- 
ment positive de la forme (5) et que les figures de I'espace xi. . .Xn 
puissent coulisser et tourner librement sans elargissement, il demande 
avec cela exactement la meme chose que lorsqu 'on exige qu 'une longueur 
d' element courbe (5) reste invariante par un groupe continu G qui pre- 
mierement, est transitifet deuxiemement, transforme de la maniere la plus 
generale possible les oo"~^ elements lineaires passant par chaque point 
reel fixe en position generale (c/pp. 355 sq.)- 

Si nous relions maintenant les developpements des pages 353 sq. avec 
ceux des pages 385 sq., nous reconnaissons immediatement que chaque 
groupe reel continu G ayant la constitution ici demandee peut etre trans- 
forme, via une transformation ponctuelle reelle, soit en le groupe des mou- 
vements euclidiens de Rn, soit en I'un des deux groupes de mouvements 
non-euclidiens. Les exigences que Riemann enonce au sujet de la mobi- 
lite des figures suffisent done, en commun avec I'exigence qu'il existe une 
longueur d'element courbe, pour caracteriser ces trois groupes de mouve- 
ments. 

Nous inserons a present encore quelques remarques au sujet de la 
solution que Riemann a lui-meme donnee a son probleme. 
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Riemann dit : « Car il est evident que les figures ne pourraient pas 
coulisser et toumer librement, si la mesure de courbure n'etait pas la meme 
en chaque point et dans toutes les directions ». De la Constance de la mesure 
de courbure, il deduit maintenant que les rapports metriques sont, dans 
toutes les directions autour d'un point, exactement les memes qu'autour 
d'un autre point, et de la il decoule a nouveau que les figures peuvent 
coulisser et toumer librement sans elargissement de la maniere qui a ete 
decrite plus haut. 

Maintenant, I'exigence que la mesure de courbure soit constante en 
tous les points et dans toutes les directions de Af2-elements passant par 
ces points, est visiblement necessaire, lorsque le groupe G doit etre tran- 
sitif et lorsqu'il doit etre en outre constitue de telle sorte qu'apres fixation 
d'un point reel en position generale, chaque M2-element reel passant par 
ce point peut encore etre transforme en tout autre. Inversement, si le groupe 
est constitue de telle sorte qu'apres fixation d'un point reel en position ge- 
nerale, chaque ilf2-element reel peut encore etre transforme en tout autre, 
on en deduit aisement que le groupe est transitif et que la mesure de cour- 
bure a la meme valeur en tous les points et dans toutes les directions de M2- 
elements passant par ces points. Mais il decoule de la, d'apres Riemann, 
que les figures peuvent coulisser et toumer librement sans elargissement et 
a nouveau, cela revient a ce qu'apres fixation d'un point reel de position 
generale, les elements lineaires passant par ce point sont transformes par 
G de la maniere la plus generale possible. 

Par consequent, la proposition suivante decoule des developpements 
riemanniens : 

Si G est le plus grand groupe reel continu qui laisse invariante une ex- 
pression dijferentielle constamment positive de la forme (5), et si ce groupe 
est constitue de telle sorte qu 'apres fixation d'un point reel en position ge- 
nerale, chaque M2-element reel passant par ce point peut etre transforme 
en tout autre, alors il transforme les oo"~^ elements lineaires passant par 
ce point de la maniere la plus generale possible. 

Riemann pose a I'avance que le carre de la longueur d'un element 
courbe est une expression differentielle du second ordre constamment po- 
sitive et il ajoute I'exigence que les figures puissent coulisser et toumer li- 
brement sans subir d'elargissement. Cette derniere exigence a, si on I'inter- 
prete de la maniere dont nous I'avons envisagee, la meme signification que 
I'exigence que I'expression differentielle en question admette un groupe 
reel continu qui est transitif et qui transforme de la maniere la plus gene- 
rale possible les elements lineaires reels passant par le point reel de posi- 
tion generale qui a ete fixe. 
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II est clair que le groupe reel G, sous ces hypotheses, possede la libre 
mobilite dans 1' infinitesimal en chaque point de position generale. D'un 
autre cote, dans les §§ 97-99, nous avons demontre que chaque groupe 
reel (S de /?„ {n > 2), qui possede la libre mobilite dans 1' infinitesimal 
en un point reel de position generale peut etre transforme, via une trans- 
formation ponctuelle reelle soit en le groupe des mouvements euclidiens, 
soit en I'un des deux groupes de mouvements non-euclidiens. Par conse- 
quent, les deux exigences riemanniennes : Existence d'une longueur qua- 
dratique d'element courbe constamment positive, et possibilite pour les 
figures de coulisser et de toumer librement sans elargissement, ces deux 
exigences suffisent pour la caracterisation des mouvements euclidiens et 
non-euclidiens, pourvu qu'on interprete la possibilite de coulisser et de 
tourner librement comme cela a ete fait plus haut. Mais nous voyons en 
meme temps que V exigence de libre mobilite dans V infinitesimal, en com- 
mun avec 1' exigence que les mouvements doivent constituer un groupe, ces 
deux exigences peuvent apparemment etre completement substituees aux 
exigences poursuivies par Riemann. 

Nous allons encore montrer que I'on peut deduire I'existence d'une lon- 
gueur quadratique d'element courbe constamment positive directement a partir de 
I'exigence de libre mobilite dans 1' infinitesimal, sans s'appuyer sur les develop- 
pements des §§ 97-99. 

Tout d'abord, on peut montrer d'une maniere essentiellement plus simple 
que precedemment que chaque groupe projectif reel continu, qui possede la libre 
mobilite dans 1' infinitesimal en tout les points reels de I'espace, coincide avec le 
groupe projectif reel d'une surface imaginaire du second degre, dont I'equation 
est reelle. 

Pour le plan, nous avons demontre cela dans le § 97. Afin de demontrer cette 
proposition en general, nous supposons que nous I'avons demontree dans I'espace 
a n — 1 ^ 2 dimensions et nous demontrons ensuite qu'elle est aussi valide dans 
I'espace a n dimensions. 

Si done la proposition est demontree pour I'espace an — 1 dimension, il en 
decoule immediatement que chaque groupe projectif reel 7 de Rn qui possede la 
libre mobilite dans 1' infinitesimal en un point de position generale, a ^ n(n + 1) 
parametres et qu'il peut etre ramene, via une transformation projective reelle, a la 
forme : 



l...n 



l...n 




j k 



T 



l...n 




T 



{^,v = l — n; 7^^,^ +7^^^ = 0). 
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Mais il s'ensuit de la par des calculs, qui ne different pratiquement pas de ceux 
des pages 290 sq., que 7 peut recevoir, par une transformation projective reelle, la 
forme : 

Si maintenant en particulier 7 doit posseder la libre mobilite dans 1' infinitesimal 
en tous les points reels de I'espace, alors c doit etre positif, et par suite dans ce cas 
7 consiste, apres un choix approprie des variables, en toutes les transformations 
projectives reelles qui laissent invaiiante la vaiiete : 

x\ + ■■■ +xl + l = Q. 

Ainsi, nous avons demontre directement que notre proposition vaut pour 
Rn si elle vaut pour Rn-i et puisqu'elle est vraie dans le plan, elle est done 
generalement demontree. 

Considerons maintenant un groupe quelconque de i?„ qui, dans le voisinage 
d'un point reel en position generale, possede la libre mobilite dans 1' infinitesimal. 
On obtient ensuite de la meme maniere qu'aux pages 1255] sq. que G est transitif, 
qu'il a ^ n{n + 1) parametres et qu'il peut etre rapporte a la forme : 

Pv^ , X^py-Xyp^^ {fi,v = l-n), 

via une transformation reelle. 

II decoule de la qu' apres fixation de I'origine des coordonnees, les differen- 
tielles dxi . . . dxn sont transformees de telle sorte que I'expression differentielle : 

(10) dxj^ h dxl 

reste invariante. Maintenant, comme I'origine des coordonnees est un point de 
position generale et comme notre groupe est transitif, nous obtenons done gene- 
ralement pour chaque point de position generale une expression differentielle de 
ce type qui lui est attachee [zugeordnet] et pour preciser, nous trouvons I'expres- 
sion differentielle attachee au point • ■ ■ x^, lorsque nous soumettons I'expres- 
sion (10) a une transformation quelconque : 

xl = fu{xi . . . Xn) {u = l-n), 

qui envoie I'origine des coordonnees sur le point x^ . . . x^, et quand nous effec- 
tuons apres la substitution : x'^, = x^ dans les coefficients de I'expression ainsi 
obtenue. 

Les expressions differentielles qui sont attachees de cette maniere aux points 
de I'espace, sont transformees par les transformations de notre groupe exactement 
comme les points eux-memes, et de la, il decoule a nouveau, que notre groupe 
laisse invariante une certaine expression differentielle de la forme : 

l...n 

aku{xi... Xn) dxk dxu, 

k V 
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qui revet la forme (10) a rorigine des coordonnees, et qui par consequent se trans- 
forme, pour tous les points reels xi . . . Xn de position generale, en une forme qua- 
dratique constamment positive par rapport kdxi . . . dxn- 

Ainsi, sans utiliser le Theoreme 42, p. l259[ on a demontre que chaque groupe 
reel qui possede la libre mobilite dans 1' infinitesimal en un point de position gene- 
rale, laisse invariante une expression differentielle du second degre constamment 
positive, et on a done demontre qu'avec I'aide de I'axiome de libre mobilite dans 
r infinitesimal, on peut deduire I'axiome de Riemann sur la longueur d'un element 
courbe, sans meme presenter tous les groupes qui possedent la libre mobilite dans 
r infinitesimal Q. 

Pour terminer, nous voulons encore prononcer quelques mots au sujet d'un 
passage de la soutenance orale de Riemann, qui nous parait inintelligible dans 
la version deja presentee [die uns in der vorliegenden Fassung unverstandlich er- 
cheint]. 

Nous voulons dire le passage a la page 265 de ses CEuvres completes {l^^*^ edition), 
oil Riemann applique ses recherches sur la determination des rapports metriques 
d'une grandeur n fois etendue dans I'espace. 

Le « premierement » dans la phi"ase « Elles peuvent premierement s 'expri- 
mer etc. » presente avant tout des difficultes. Ce « premierement » signale un 
« deuxiemement » a venir, qui vient aussi, car il vient dans la phrase : « Si Von sup- 
pose deuxiemement etc. ». Mais ce « deuxiemement » ne correspond pas du tout 
au « premierement ». En effet, tandis qu'apres le « premierement », des conditions 
sont indiquees qui sont necessaires et suffisantes pour la determination des rap- 
ports metriques de I'espace (euclidien), lorsque certaines hypotheses sont faites, 
Riemann ne donne pas apres le « deuxiemement », comme on devrait s'y attendre 
veritablement, une autre version de ces conditions, mais il introduit une hypothese 
tout a fait nouvelle. Les mots : «Si I' on suppose deuxiemement etc. » ne corres- 
pondent done pas au « premierement », mais au membre de phrase : «lorsqu'on 
admet comme hypotheses . . . dans ses parties infinite simales ». On voit done que 
le « premierement » n'a rien a voir avec le « deuxiemement », et qu'il est au fond 
tout a fait superflu. En fait, le passage tout entier devient passablement clairQ si on 
supprime le « premierement » entre les mots « dans ses parties infinitesimales » et 
« Elles peuvent premierement s'exprimer », si on supprime I'alinea, et si enfin, on 
ajoute le mot « euclidien », comme cela a ete indique plus haut. 

D' apres une communication que nous devons a la bonte de Monsieur H. 
Weber, I'editeur des oeuvres de Riemann, il n'y a aucun doute que Riemann a 
veritablement ecrit le « premierement » ; la possibilite d'une autre version est done 

*. Lie a deja signale cela en 1890 dans le Leiziger Berichten {voir la Remarque 
p. 292). 

*. A vrai dire, il resterait toujours a etablir ce que les mots « Enfin on pourrait 
troisiemement etc. » veulent dire, et nous n'y sommes pas parvenus. Du reste, il se ttouve 
par ailleurs aussi encore des passages dans la soutenance orale de Riemann qui nous 
paraissent pour le moins inintelligibles. 
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exclue. En consequence de cela, il ne reste aucune autre possibilite que d'admettre 
qu'ici se presente une inadvertance stylistique de Riemann 



Chapitre 23. 



Deuxieme solution du probleme de Riemann-Helmholtz. 

Souvenons-nous des remarques effectuees tout au debut de I'intro- 
duction du precedent chapitre (p. l249l sq.). Nous prenons maintenant ici en 
consideration le point de vue annonce la-bas, i.e. nous demandons a nou- 
veau quelles proprietes sont communes au groupe des mouvements eucli- 
diens ainsi qu'aux deux groupes de mouvements non-euclidiens et qui font 
que ces trois groupes sont remarquables parmi tous les groupes continus 
possedant des transformations inverses I'une de I'autre par paires. Tandis 
que dans le precedent chapitre, nous avons considere des proprietes carac- 
teristiques qui se referent seulement a des points infiniment voisins, nous 
voulons maintenant utiliser seulement des proprietes qui concernent les 
rapports mutuels de points liniment eloignes les uns des autres. 

Chez Riemann, la difference entre les axiomes qui se rapportent aux 
points infiniment voisins et ceux qui se rapportent aux points finiment eloi- 
gnes les uns des autres n'est pas encore faite. Les axiomes utilises par Rie- 
mann, qui a vrai dire ne sont pas formules expressement par lui, ou en 
tout cas ne sont cependant formules ni precisement, ni distinctement, se 
referent en partie a une espece de points, en partie a I'autre. L' exigence 
de Riemann sur I'existence d'une longueur d'element courbe se refere a 
des points infiniment proches. Mais maintenant, comme nous I'avons deja 
mis en evidence aux pages 12651 sq., I'existence d'une fonction distance 
entre deux points finiment eloignes I'un de I'autre ne decoule pas encore 
de I'existence d'une longueur d'element courbe, tant qu'on ne salt rien 
de plus precis sur la nature de la longueur d'un element courbe. Tout de 
meme, Riemann suppose aussi sans plus de justification I'existence d'une 
telle fonction distance, et c'est une hypothese qui se refere a des points 
finiment eloignes les uns des autres. Enfin, les exigences de Riemann — 
exprimees a vrai dire de maniere tres indeterminee — sur la mobilite des 
figures sans elargissement se referent evidemment aussi a des points fini- 
ment eloignes les uns des autres, mais, a cause de la nature particuliere 
de la longueur d'un element courbe, que Riemann deduit de la fonction 
distance qu'il a supposee, ces exigences se laissent aussi immediatement 
appliquer a des points infiniment voisins (c/.pp. [268] sq.'). 
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Les axiomes de Monsieur de Helmholtz se referent, dans la version 
qu'il leur a donnee au debut de son travail, a des points finiment eloignes 
les uns des autres ; cependant, il les applique non seulement a de tels points, 
mais encore aussi a des points infiniment voisins, un procede dont nous 
avons suffisamment montre I'inadmissibilite dans le Chapitre 21. La dif- 
ference de nature entre les deux genres d'axiomes, i.e. entre ceux relatifs 
aux points finiment eloignes et ceux relatifs aux points infiniment voisins, 
apparait, dans notre exposition, pour la premiere fois distinctement a I'ex- 
pression. A vrai dire, Riemann fait des allusions qui peuvent conduire a 
presumer qu'il a eu des pensees similaires, mais ses expressionsQ sont 
fixees de maniere si generale qu'on ne ne peut pas trancher quant a ce 
qu'il a voulu dire. 

Ce que nous avons appele notre premiere solution du probleme de 
Riemann-Helmholtz se refere seulement a des points infiniment voisins, 
ce que Ton peut exprimer de maniere plus precise comme suit : cette solu- 
tion resout le probleme de determiner tous les groupes qui sont definis par 
certaines proprietes dans 1' infinitesimal. A vrai dire, il faut aboutir a ce que 
r exigence, d'apres laquelle les mouvements doivent former un groupe, se 
refere a des points finiment eloignes les uns des autres, et une telle exi- 
gence ne se laisse en general pas eluder, puisqu'il s'agit necessairement, 
lorsqu'on considere les mouvements, de changements de lieu finis. 

Notre deuxieme solution traite un probleme qui se refere seulement a 
des points finiment eloignes les uns des autres ; le concept de points infini- 
ments voisins intervient ici pour autant que nous demandons que les points 
separes restent aussi separes, et done que deux points finiment eloignes les 
uns des autres restent finiment eloignes au cours de tous les mouvements, 
et ne sont jamais transformes en des points inifiniment voisinsQ- 

Si, pour le probleme de Riemann-Helmholtz, on pose au fondement 
des axiomes qui se referent a des points finiment eloignes les uns des 
autres, alors la solution est beaucoup plus difficile que lorsqu'on utilise 
des axiomes au sujet de points infiniment voisins. C'est sur cette demiere 
base que notre premiere solution {voir le Chapitre 22) a ete achevee defini- 
tivement, y compris pour I'espace a n dimensions ; mais au contraire, notre 
deuxieme solution, qui est exposee dans le present chapitre, est achevee de- 
finitivement, au moins en un certain sens, seulement pour I 'espace, a vrai 
dire le plus important, de dimension trois. Pour I'espace a n dimensions, 
nous montrons seulement qu'il est suffisant de poser certains axiomes qui 

*. Voir ses Qiuvres Completes, I"'' Edition, p. 267. 
**. La solution du probleme de Riemann-Helmholtz que nous avons donnee dans le 
Chapitre 21 sur la base des axiomes de Helmholtz partage le meme caractere. 
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se rapportent a des points finiment eloignes les uns des autres, et qui en 
tout cas requierent moins que les axiomes helmholtziens ; mais nous ne 
pretendons toutefois pas que pour ri > 3 ces axiomes ne contiennent pas 
d'elements superflus ; nous estimons meme qu'il est vraisemblable qu'ils 
en contiennent. 

Dans le § 101, nous demontrons en premier lieu une proposition gene- 
rale sur les groupes relativement auxquels deux points possedent un inva- 
riant. Dans le § 102, nous traitons ensuite I'espace a trois dimensions, et a 
cette occasion, la proposition demontree dans le § 101 sera de quelque uti- 
lite. Dans le § 103 enfin, nous resolvons le cas d'un espace a quatre dimen- 
sions et nous indiquons encore pour terminer comment on peut parvenir au 
but dans les espaces a un nombre de dimensions superieur a quatre. 

§ 101. 

Pendant le compte rendu critique du travail de Helmholtz, nous avons 
deja mentionne que Ton doit etre extremement precautionneux lorsqu'on 
veut deduire quelque chose au sujet du comportement de points infiniment 
voisins a partir du comportement de points finiment eloignes les uns des 
autres. Toutefois, nous ne disons pas par la qu'on ne peut rien deduire au 
sujet du comportement de ces points-la a partir du comportement de ces 
points-ci. En effet, le theoreme suivant est vrai en tout cas. 

Theoreme 44. Si, relativement a un groupe continu de I'espace n 
fois etendu qui est constitue de transformations infinite simales, deux points 
finiment eloignes les uns des autres Xi . . . x„ i/i • • • 2/n ont un invariant, 
alors aussi, deux points infiniment voisins et Xi, + dx^, possedent au 
moins un invariant relativement au groupe, ou pour s 'exprimer de maniere 
plus precise : le groupe laisse invariante au minimum une expression de la 
forme : 

j{xi . . . Xn, dXi . . . dXn) ■ 

Par souci de simplicite, nous demontrons tout d'abord ce theoreme 
pour les groupes finis continus. 
Soit : 

^kf = ^ Cku{Xi . . .Xn) {k = l-r) 

un groupe quelconque a r parametres ; on peut poser : 

Ykf = V ^kuiVl ■■■Vn) 
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(2) 



Si ensuite les deux points et doivent avoir un invariant Q{x, y), alors 
il est necessaire et suffisant que les r equations : 

(1) Xkf + Ykf = (k = l-r) 

en les 2n variables x^ et y„ aient une solution en commun, ou, ce qui 
revient au meme, que tous les 2n x 2n determinants de la matrice : 

^kiix) . . . ^knix) ^kiiy) ■ ■ ■ ikn{,y) 

(fc = l,2-r) 

s'annulent identiquement. 

Si maintenant cette condition est remplie et si nous posons : y^ = 
Xu + dxy, on obtient immediatement que les 2n x 2n determinants de la 
matrice : 

ikl{x) . . . ikn{x) d^kl{x) . . . dikn{x) 
{k = l-r) 

s'annulent identiquement. Par consequent, le groupe en les 2n variables 
x^, x'j, provenant de Xif . . . X^f par prolongation (voir le Tome I, pp. 524 
sq.) : 



(2') 



n 



est surement intransitif, et il laisse invariante au minimum une fonction : 
u{xi . . .Xn, x[ . . . x'j^). Du reste, il est facile de voir que Ton peut toujours 
choisir cette fonction u de telle sorte qu'elle n'est pas independante de 
tous les x'. Si en effet les r equations (1) n'ont pas de solution commune 
independante de yi . . . ?/„, alors les equations : 

n'ont visiblement pas non plus de solution commune independante de 
x[ . . . x'^. D'autre part, si les equations (1) ont une solution : f2(xi . . . x„) 
qui est independante de tous les y, alors elles ont aussi la solution : 
n{yi . . . yn) independante de tous les x, et alors il est visible que 1' ex- 
pression : 

E dVl{Xi ...Xn) I 
dXr 

T = l 

est une solution commune des equations (3) qui n'est pas independante de 
tous les x'. 

II decoule de la que les deux points infiniment voisins x^ et Xi, + dxi, 
ont toujours un invariant relativement au groupe Xif . . . Xrf, aussitot que 
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les deux points et en ont un, et la veracite de notre Theoreme 44 est 
done demontree pour tous les groupes continus finis. 

Jusqu'a present, pour la demonstration du Theoreme 44, nous nous 
sommes limites aux groupes continus finis, mais il n'est pas difficile de voir 
que notre demonstration s' applique en general a tous les groupes continus 
finis ou infinis qui sont constitues de transformations infinitesimales. 

Si en effet Xf est la transformation infinitesimale generale d'un 
groupe et si Yf a la meme signification que ci-dessus, alors les deux points 
et ont un invariant relativement a ce groupe si et seulement si, dans 
la collection de toutes les equations : 



ne sont pas contenues plus que 2n — 1 equations qui sont independantes les 
unes des autres. Et si cette condition est remplie, alors dans la collection 
de toutes les equations : 



sont contenues au maximum 2n — 1 equations qui sont independantes les 
unes des autres, et par suite, les deux points x^ et x^ + dxy ont surement 
un invariant. 

Avec cela, notre theoreme est demontre en general. 

On salt deja que les deux points et liniment eloignes I'un de 
I'autre ont, relativement a un groupe continu donne, I'invariant r2(x, y), et 
ceci souleve done la question de savoir si Ton ne peut pas deduire de Vt un 
invariant pour deux points infiniment voisins Xy et Xy + dxnU ; car ces deux 
points ont un invariant, comme il suit du Theoreme 44. Nous ne voulons 
pas nous engager en plus pour repondre a cette question, mais seulement 
mentionner que I'invariant cherche pour les deux points x,, et Xj, + dxy 
peut toujours etre indique simplement quand I'expression x + dx) est 
developpable en serie entiere ordinaire par rapport a dxi . . . dxn ; on ob- 
tient en effet alors I'invariant desire en recherchant la fonction homogene 
du plus has degre par rapport a dxi . . . dxn qui est contenue dans le deve- 
loppement de x + dx) par rapport aux puissances de dxi . . . dxn- Mais 
quand Q{x,x + dx) n'est pas developpable en serie entiere ordinaire par 
rapport a dxi . . . dxn, on ne peut pas deduire immediatement I'invariant 
entre x^ et x^ + dx^, a partir de I'expression de n{x, x + dx). 

II est souhaitable de posseder un critere simple par lequel on peut 
verifier si deux points infiniment voisins ont, ou n'ont pas un invariant 



Xf + Yf = 
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relativement a un groupe. Si en effet on s'est convaincu qu'ils n'ont pas 
d' invariant, alors d'apres le Theoreme 44, il est immediatement clair que 
deux points finiment eloignes I'un de I'autre n'ont pas non plus d'invariant. 
Nous allons montrer pour cela comment on peut parvenir a un tel critere. 

Considerons un groupe continu quelconque G, fini ou infini, qui est 
constitue de transformations infini tesimales. Parmi les transformations in- 
finitesimales de G, qui laissent invariant un point • • • 2;° de position ge- 
nerale, il y en a un certain nombre, disons exactement m ^ n^, indepen- 
dantes les unes des autres : 

l...n 

(4) ^ '^kf.uix^,- X^) — ^ (fc = l-m), 

qui sont du premier ordre en les — x° et a partir desquelles on ne peut 
deduire, par combinaison lineaire, aucune transformation du second ordre, 
ou d'un ordre superieur, en les ,,. Les transformations infinitesi- 

males (4) sont alors visiblement constituees de telle sorte que les termes 
du premier ordre, dans chaque transformation infinitesimale de G qui fixe 
le point laissent exprimer par combinaison lineaire a partir des 

termes du premier ordre des transformations (4). 

II decoule de la que les transformations infinitesimales : 

l...n 

(5) "^kf = ^ ak^luX^— (fc = l-m) 

IjLU ^ 

en les variables x'^. . . x'^ engendrent de leur cote un groupe lineaire ho- 
mogene a m parametres, qui est entierement determine par le groupe G 
et le point . . . x° . Ce groupe lineaire homogene, dont 1' existence nous 
est deja connue dans le cas d'un groupe continu fini, d'apres le Tome I, 
p. 599 sq., a une signification tres simple : il indique notamment de quelle 
maniere les points : 

a:° + dxy = + xi^ dt {k = i ■■■ m) 

infiniment voisins de x^ . . .x'^ sont transformes par le groupe G, aussi- 
tot que Ton fixe le point z.. On verifie cela immediatement, si Ton 

pense que les termes du premier ordre dans les transformations infinitesi- 
males (4) sont les seuls par lesquelles sont effectivement transformesQ les 
points infiniment voisins du point . . . x° . 

*. Jusqu'a present, nous avons habituellement interprete x'l . . . x'^^ comme les co- 
ordonnees homogenes des 00"^^ elements lineaires passant par le point Xj* . . . x", mais 
cependant, 1' interpretation du groupe (5) que nous indiquons ici, nous I'avons deja men- 
tionnee aussi (c/p.|228]). 
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Si maintenant les deux points infiniment voisins Xy et Xi, + dxi, ont, 
relativement au groupe G, I'invariant . . . x„, dxi . . . dxn), alors il est 
clair qu'apres fixation du point le point infiniment voisin : x^ + dx,y est 
transforme de telle sorte que I'expression : uj{x1 . . . dxi . . . dxn) reste 
invariante, et done dans ce cas, u{xi . . . , x[ . . . x'^) est un invariant du 
groupe (5). 

Si d'un autre cote le groupe (5) possede un invariant : (p{x'i . . . x'^), 
il s'ensuit que deux points infiniment voisins quelconques ont un invariant 
relativement au groupe G. En effet, si G est intransitif et si xi^i ■ ■ ■ ^n) est 
un invariant quelconque de G, alors I'expression : 



est visiblement un invariant des deux points infiniment voisins x^ et 
Xu + dxy. Mais si G est transitif, alors en s'imaginant que toutes les trans- 
formations de G s'exercent sur I'expression : 



on obtient une expression completement determinee de cette espece qui est 
attachee a chaque point de I'espace, et toutes ces expressions sont echan- 
geables I'une avec 1' autre par les transformations de G, ce qui ne veut 
toutefois rien dire d' autre qu'il y a une expression : 



invariante par G, et par consequent que deux points infiniment voisins quel- 
conques ont un invariant relativement a G (c/.p. l274]) . 

Nous voyons a partir de la que deux points infiniment voisins quel- 
conques ont un invariant relativement a G si et seulement si le groupe li- 
neaire homogene (5) defini a I'instant en les variables x\ . . . x[^ possede un 
invariant. Nous enon9ons done ce resulat de la maniere suivante : 

Proposition 1. Si Von souhaite decider si deux points infiniment voi- 
sins quelconques ont un invariant, relativement a un groupe continu qui est 
constitue de transformations infinitesimales, alors il n 'est pas necessaire 
de connaitre les transformations infinitesimales du groupe lui-meme, mais 
il sujfit de connaitre les termes du premier ordre en les x^ — dans les 
transformations infinitesimales du groupe qui laissent invariant un point 
Xi . . . x^ en position generale. 

II est d'une importance particuliere de pouvoir decider si deux points 
infiniment voisins Xu et Xi, + dx^, possedent un invariant u{x, dx) qui est 
homogene du premier ordre en les dx^. S'ils ont en effet un tel invariant, 




Lp{dXi . . . dXn) 



Uj{Xi . . . Xn, dXi . . . dXn) 
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on peut le considerer comme longueur d'un element courbe, et Ton trouve 
par integration que chaque courbe a une certaine longueur. 

II n'est pas difficile d'etablir si un tel invariant existe ou non ; a cette 
fin, on doit evidemment constater simplement si le groupe (5) possede un 
invariant qui est homogene du premier ordre en les x'^. Mais cela est tres 
facile. 

Si la transformation : 



se laisse exprimer par combinaison lineaire a partir des transformations in- 
finitesimales (5), alors tous les invariants eventuels de (5) sont homogenes 
d'ordre zero, et il n'y en aura surement aucun qui est homogene du pre- 
mier ordre. Si au contraire U f ne se peut pas s'exprimer par combinaison 
lineaire a partir des transformations (5) et si le groupe (5) a en general 
un invariant, alors il en a toujours aussi un qui est homogene du premier 
ordre ; car, sous les hypotheses posees, les equations : 



ont certainement une solution commune. Maintenant, puisque 1' equation 
Uf = n'est pas consequence de (5') et puisque les m crochets [Ak, U] 
s'annulent identiquement, il est clair que les equations : 



ont egalement une solution commune. 

On voit done qu'a partir de I'existence d'un invariant de deux points 
a distance finie on ne peut pas deduire avec certitude I'existence d'une 
longueur d'element courbe, et par consequent, qu'a deux points finiment 
eloignes I'un de V autre peut tres Men etre associee une fonction distance, 
sans que les courbes aient une longueur. Si en effet deux points finiment 
eloignes I'un de 1' autre ont un invariant, il decoule du Theoreme 44 que 
deux points infiniment voisins et Xy + dx,, ont au minimum un inva- 
riant, mais cependant, I'invariant en question peut etre homogene d'ordre 
zero par rapport a tous les dx^j, alors que les courbes n'ont toutefois une 
longueur que lorsqu'il existe un invariant uj{x, dx) qui est homogene du 
premier ordre en les dx^- 

Le groupe du plan a trois parametres : 





l...n 



A/ = 0,..., A^/ = 0, Uf = f 



p, q, xp + yq 
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fournit un exemple pour cela. Relativement a lui, deux points finiment eloi- 
gnes I'un de 1' autre ont un et un seul invariant, a savoir : 

y2 - yi 

X2- Xi 

et pareillement, deux points infiniment voisins ont un et un seul invariant, 
a savoir : 

dx 

Ainsi, bien que deux points finiment eloignes I'un de I'autre possedent une 
fonction distance, les courbes n'ont cependant pas de longueur relative- 
ment a ce groupe. 

Inversement, nous avons vu precedemment qu'a partir de I'existence 
d'un invariant uj{x, dx) qui est homogene du premier ordre en dx, on ne 
pent en aucune fa9on deduire I'existence d'une fonction distance entre 
deux points finiment eloignes I'un de I'autre {voir p. 12651 sq.). Nous pou- 
vons maintenant exprimer aussi ce dernier fait de la maniere suivante : 
Meme si les courbes ont une longueur, ce n'est pourtant pas pour cette 
raison que deux points finiment eloignes I'un de I'autre ont une fonction 
distance, ou qu 'ils possedent une ligne de liaison la plus courte. 

Les considerations precedentes sur les relations entre les invariants de 
points finiment eloignes les uns des autres et les invariants de points infini- 
ment voisins peuvent encore etre completees d'une maniere essentielle ; on 
peut ainsi les generaliser aussi en introduisant trois points ou plus, en epui- 
sant les differentielles d'ordre deux et d'ordre superieur en les Xy, et ainsi 
de suite. Nous nous reservons le droit de traiter d'une maniere detaillee de 
ces questions a une autre occasion. 

Nous nous toumons maintenant vers le probleme veritable du present 
chapitre, i.e. vers la solution du probleme de Riemann-Helmholtz, et pour 
preciser, nous nous limitons tout d'abord, comme cela a ete annonce plus 
haut, a I'espace trois fois etendu. 

§ 102. 

Nous affirmons que les mouvements euclidiens et non-euclidiens de 
i?3 sont entierement caracterises, lorsque Ton pose les axiomes suivants : 

I) i?3 est une variete numerique. 

II) Les mouvements de forment un groupe reel continu, qui est 
engendre par des transformations infinitesimales. 



286 



Division V. Chapitre 23. § 102. 



III) Si Von fixe un point reel quelconque : Hi, 1/2, en position ge- 
nerate, alors tons les autres points reels : Xi,X2, X3, en lesquels un autre 
point reel : x^, Xg, X3 peut encore etre transforme, satisfont une equation 
reelle de la forme : 

(6) W{y1,y2,ys; x?,^",^"; xi,X2,xs)=0, 

qui n 'est pas realisee pour : xi = y^, X2 = 2/2- ^3 = Vs' represente 
(en general) une surface reelle passant par le point : 

IV) Autour du point : yi,y2, y^, une region finie troisfois etendue peut 
etre delimitee de telle sorte qu'apres fixation du point : yi,y2, y^, chaque 
autre point reel : , , Xg de la region peut encore etre transforme conti- 
nument en chaque autre point reel appartenant a la region qui satisfait 
I' equation (6) et pouvant etre relie au point : x?, X2, Xg par une serie de 
points continue et irreductible. 

Si Ton raye les deux mots mis entre parentheses dans I'Axiome III, 
ces axiomes suffisent surement aussi ; ce qui suit le montre, quand on sup- 
prime partout les deux mots mis entre parenthese. Si on conserve dans 
I'Axiome III et dans la suite les mots mis entre parenthese, alors la suite 
montre, si nous ne nous trompons pas, que les axiomes sont encore aussi 
satisfaits. 

Par G, nous voulons entendre un groupe continu fini ou infini quel- 
conque qui est engendre par des transformations infinitesimales et qui sa- 
tisfait les Axiomes III et IV. 

Puisque les equations (6) sont identiquement realisees pour : xi = x°, 
il y a toujours, parmi 1' ensemble de tous les points reels : 
xi, X2, X3 qui satisfont I'equation (6), une famille continue non divisee en 
plusieurs parties, dans laquelle est contenu le point : x'j',X2,X3. D'apres 
I'Axiome III, cette famille de points forme (en general) une surface passant 
par le point : x^, X2, X3 (il est cependant imaginable aussi qu'elle se reduise 
a une courbe passant par ce point, voire a ce point lui-meme). Quoi qu'il 
en soit, nous voulons I'appeler une pseudosphere appartenant au groupe 
G, et pour preciser, une pseudosphere de centre : j/?, 2/21 Vs (c/-P- ll64l) . 

Notre Axiome III exprime maintenant visiblement qvCune pseudo- 
sphere de centre : yi,y2, ?/3 ne passe jamais par son centre. En cela reside 
le fait que deux points separes restent aussi separes, quand toutes les trans- 
formations de G agissent, et done que deux points liniment eloignes I'un 
de I'autre ne peuvent jamais etre transformes en deux points infiniment 
voisins (c/p. 12781) . 

Mais notre Axiome IV peut a present etre exprime de la maniere sui- 
vante : autour du point : y^,y2,y^, une region finie trois fois etendue peut 
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etre delimitee de telle sorte qu'apres fixation du point : yi,y2,y3, chaque 
autre point reel de la region peut se mouvoir de maniere completement 
libre sur la pseudosphere centree en le point : y^, Us 'lui passe par lui. 

Avant de passer a la determination de tous les groupes G qui satisfont nos 
axiomes, nous voulous encore comparer en peu de mots nos axiomes aux axiomes 
helmholtziens. 

Dans ses axiomes, Monsieur de Helmholtz demande reellement plus que 
nous, meme quand on fait completement abstraction de son axiome de monodro- 
mie. Comme cela a ete demontre auparavant, il decoule en effet de ses trois pre- 
miers axiomes que les mouvements forment en general un groupe continufini, qui 
est engendre par des transformations intinitesimales ; toutefois, nous demandons 
simplement dans notre Axiome II que les mouvements forment un groupe continu 
engendre par des transformations intinitesimales, done nous n'excluons pas de- 
puis le debut la possibilite que le groupe soit infini. D' autre part, nos Axiomes III 
et IV exigent essentiellement moins que le troisieme axiome helmholtzien. 

En effet, alors que Monsieur de Helmholtz exige que chaque point soit mo- 
bile d'une maniere parfaitement libre, tant qu'il n'est pas restreint par les equa- 
tions qui existent entre lui et les points mobiles restants, nous demandons seule- 
ment qu'apres fixation d'un point, chaque autre point soit parfaitement libre, tant 
qu'il n'est pas limite par les equations existant entre lui et le point fixe. A vrai dire, 
nous ajoutons encore I'exigence apparemment nouvelle qu'une pseudosphere ne 
passe jamais pai^ son centre, mais cette exigence n'est rien de plus qu'une version 
precise de ce que Monsieur de Helmholtz a aussi demande implicitement. En effet, 
ce dernier exige en particulier qu'apres fixation du point : y^,y2,y^, chaque autre 
point puisse se mouvoir d'une maniere completement libre sur la pseudosphere 
passant par lui et centree en le point : y?, 2/2, 2/3 ■ Si maintenant une des pseudo- 
spheres en question passait par son centre, alors, apres fixation de : 2/1,2/21^3' 
aucun point P de cette pseudosphere ne pourrait se mouvoir de maniere parfaite- 
ment libre sur sa pseudosphere, cai^ parmi les transformations non-degenerees de 
G qui laissent au repos le point : 2/? , 2/2> 2/3' il Y ^ aucune qui transforme le 
point P en le point invariant : 2/1)2/212/3- 

Venons-en maintenant a la determination de tous les groupes qui sa- 
tisfont nos axiomes. 

Nous demontrons en premier lieu que chaque groupe de cette espece 
est transitif et que deux points finiment eloignes I'un de V autre ont un et 
un seul invariant relativement a G. 

Si G etait intransitif, il laisserait surement invariantes 00^ surfaces 
reelles dont les equations pourraient etre rapportees, au moyen d'une trans- 
formation ponctuelle reelle, a la forme : 2:3 = const. Si maintenant nous 
fixions un point reel : ?/?, ?/2, ^3 en position generale, alors chaque autre 
point : x1,X2,x'^ pourrait evidemment encore occuper seulement les posi- 
tions qui satisfont I'equation : X3 = X3, et par consequent, I'equation (6) 
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serait necessairement de la foraie : = x^. Done la pseudosphere centree 
en le point : y^, y^, y^ serait representee par I'equation : 0:3 = const., a la 
suite de quoi une de ces pseudospheres passerait par son centre, ce qui est 
exclu. Ainsi, G ne peut pas etre intransitif, mais il doit au contraire etre 
transitif. 

En outre, il decoule de I'Axiome IV qu'apres fixation d'un point reel 
en position generale, chaque autre point reel peut occuper (en general) en- 
core exactement 00^ positions differentes. Ainsi, il est clair que par Taction 
de G, chaque paire de points de ne peut pas etre transformee en chaque 
autre paire de points, mais plutot : une paire de points re9oit, via Taction 
de G, au maximum 00^ positions differentes. Par consequent, si Xf est 
une transformation infinitesimale quelconque de G, et si Yf a la meme 
signification qu'a la page 12791 alors il n'y a surement, parmi Tensemble 
des equations : Xf + Yf = 0, pas plus que cinq equations qui sont in- 
dependantes les unes des autres, done ces equations ont au minimum une 
solution en commun : n{xi,X2,X3; yi, 7/2,2/3), c'est-a-dire que les deux 
points x^ et y^ ont en tout cas un invariant relativement a G, a savoir Tin- 
variant il{x, y). 

De la transitivite de G il decoule maintenant immediatement que les 
deux points x^, et y^ ont seulement un invariant relativement a G ; en effet, 
s'ils avaient deux ou meme trois invariants, alors chaque paire de points 
occuperait au maximum 00 positions differentes par Taction de G, et par 
consequent, apres fixation d'un point en position generale, chaque autre 
point pourrait se mouvoir au plus sur une courbe, ce qui se trouve etre en 
contradiction avec TAxiome IV. 

Ainsi, G est reellement transitif et deux points x^ et y^, liniment eloi- 
gnes Tun de Tautre ont, relativement a G, seulement un invariant : y). 
Nous pouvons conclure de la que I'equation (6) peut etre ramenee a la 
forme : 

(6') l](xi,X2,X3; ylylyl)=Q{xlxlxl- y^ylyl). 

Nous demontrons maintenant que notre groupe est reel-primitif. 

(Puisque Tensemble de toutes les pseudospheres de centre : y?, ?/2 7 1/3 
est represente par une equation et puisque, parmi ces pseudospheres, se 
trouvent 00^ surfaces reelles, il est clair que seulement un nombre dis- 
cret de pseudospheres de centre : ?/i , y2> ^3 P^^^ reduire a des courbes 
ou a des points.) Comme (de plus) aucune des pseudospheres de centre : 
2/25 2/3 P^iJt passer par son centre, il parait clair qu'apres fixation du 
point : y?, 2/2, 2/3, aucune courbe ou surface passant par ce point ne peut 
rester au repos, et par consequent, G est effectivement reel-primitif. 
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A present, il est facile aussi de demontrer que G est fini et pour pre- 
ciser, qu'il a au plus six parametres. 

Tout d'abord, 11 est en effet certain qu'au moins oo^ pseudospheres 
differentes appartiennent a G. S'il n'y avait en effet que oo^ pseudospheres, 
alors il ne passerait par chaque point qu'une pseudosphere et chaque point 
serait le centre de la pseudosphere passant par lui ; mais ceci ne doit pas 
etre. 

Ensuite, soit Pi, P2, P3 et P quatre points reels quelconques qui sont 
mutuellement en position generale. Puisqu'il y a 00^ pseudospheres diffe- 
rentes, les deux pseudospheres centrees en Pi et en P2 passant par P se 
coupent necessairement en une courbe reelle G passant par P. Si mainte- 
nant G se trouvait aussi dans la pseudosphere centree en P3 passant par P, 
alors toutes les pseudospheres passant par P se couperaient generalement 
en la courbe G ; si done Ton fixait P, la courbe G passant par P resterait 
elle aussi necessairement au repos. Mais nous avons demontre a I'instant 
que cela est impossible. On obtient done que les trois pseudospheres de 
centres Pi, P2 et P3 qui passent par P ont seulement le point P en com- 
mun, mais n'ont pas en commun de courbe reelle passant par ce point. Si 
maintenant nous Axons les trois points Pi, P2 et P3, alors P pent en tout cas 
se mouvoir seulement sur la variete-intersection [Schnittmannigfaldgkeit] 
des trois pseudospheres passant par P centrees en Pi, P2 et P3, et comme 
cette variete-intersection ne consiste qu'en le point P, ce point P doit rester 
au repos. En d'autres termes : des qu'on fixe trois points reels qui sont mu- 
tuellement en position generale, tous les points de P3 restent generalement 
au repos. Maintenant, puisque G est transitif et puisqu'apres fixation d'un 
point, chaque autre point reel en position generale peut encore decrire une 
surface, la fixation de trois point revient a imposer au plus six conditions. 
Done le groupe G est fini, et pour preciser, il a au plus six parametres. 

Si nous fixons un point reel P en position generale, alors la variete 
projective des 00^ elements lineaires passant par P se transforme par Tac- 
tion d'un groupe projectif reel g, qui a visiblement au plus trois parametres. 
Mais maintenant, d'apres notre determination de tous les groupes projec- 
tifs reels du plan (voir p. 106 sq. et p. 380 sq.), nous obtenons que chaque 
groupe projectif reel du plan qui a moins de trois parametres laisse au re- 
pos au moins un point reel. Si done g avait moins de trois parametres, il 
laisserait au repos au minimum un element lineaire reel passant par P, et 
il decoulerait de la que G serait reel-imprimitif, alors qu'il doit cependant 
etre reel-primitif. Par consequent g a exactement trois parametres, a la suite 
de quoi G a exactement six parametres. Ainsi : 
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Si un groupe reel G satisfait nos Axiomes III et IV, alors il est reel- 
primitif a six parametres ; en outre, deux points finiment eloignes I 'un 
de V autre ont, relativement d son action, seulement un invariant; et par 
ailleurs, G est constitue de telle sorte que les oo^ elements lineaires reels 
passant par chaque point reel fixe en position generale sont transformes 
par Faction d'un groupe a trois parametres. 

Avant toute chose, nous devons maintenant etablir quelles sont les 
differentes formes que peut prendre le groupe g defini ci-dessus. Nous Sa- 
vons que g a trois parametres et qu'il ne laisse invariant aucun element 
lineaire. Si done nous rapportons projectivement les oo^ elements lineaires 
reels passant par P aux points reels d'un plan, alors g se transforme en 
un groupe projectif reel g a trois parametres de ce plan, et pour preciser, 
en un groupe par Taction duquel aucun point reel ne reste invariant. Mais 
d'apres les pages 106 et 384, chaque tel groupe g est semblable, via une 
transformation projective reelle du plan, soit au groupe projectif reel d'une 
conique non-degeneree qui est representee par une equation reelle, soit au 
groupe : 

p, q, rip-3:q + c(3;p + oq). 

Par consequent, g laisse invariante soit une conique non-degeneree du se- 
cond degre formee d'elements lineaires qui est representee par une equa- 
tion reelle, soit il laisse invariant un element de surface reel et dans cet 
element, deux elements lineaires conjugues. 

Lorsque le deuxieme cas se produit, a chaque point reel en position 
generale est associe par G un element de surface reel invariant passant 
par ce point, done G laisse invariante une equation de Pfaff reelle, qui 
naturellement, a cause de la primitivite de G, ne doit pas etre integrable. Si 
nous nous imaginons cette equation rapportee a la forme : dz — ydx par une 
transformation ponctuelle reelle de R3, alors G se transforme en un groupe 
reel a six parametres G', par Taction duquel Tequation : dz — ydx = reste 
invariante. De plus, nous pouvons faire en sorte, via une transformation 
ponctuelle reelle a travers laquelle Tequation de Pfaff en question reste 
invariante, que Torigine des coordonnees : x = y = z = soit un point 
de position generale relativement a Taction de G' (voir le Tome II, p. 402 
sq.). 

Si nous Axons Torigine des coordonnees, alors Telement de surface : 
dz = reste invariant, ainsi que deux elements lineaires imaginaires conju- 
gues contenus en lui ; nous pouvons toujours, via une transformation reelle 
a travers laquelle Torigine des coordonnees et Tequation : dz — ydx = 
restent invariantes, transformer ces deux elements lineaires en les elements 
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lineaires : 

(7) dz = dx + idy = 0, dz = dx — idy = 0. 

Maintenant, puisque G' est transitif, et puisque, apres fixation de I'origine 
des coordonnees, les elements lineaires passant par I'origine sont trans- 
formes par Taction d'un groupe a trois parametres, G' doit contenir trois 
transformations infinitesimales du premier ordre en les x, y, z dans le voi- 
sinage de I'origine des coordonnees, mais au contraire, aucune transfor- 
mation du second ordre, ou d'un ordre superieur. Mais par ailleurs, nous 
connaissons toutes les transformations infinitesimales qui laissent inva- 
riante I'equation : dz — ydx = et qui sont du premier ordre en les x, y, z 
(voir le Tome II, p. 405), et nous reconnaissons immediatement que parmi 
ces transformations, il y en a seulement quatre par lesquelles les deux ele- 
ments lineaires (7) restent invariants et a partir desquelles on ne pent de- 
duire, par combinaison lineaire, aucune transformation du second ordre ou 
d'un ordre superieur, et ce sont les quatre : 

yp — xq + ■ ■ ■ , xp + yq + 2zr + ■ ■ ■ , zp + ■ ■ ■ , zq + ■ ■ ■ , 

ou les termes supprimes sont d' ordre deux ou superieur par rapport a 
X, y, z. Si nous tenons compte du fait que notre groupe G' contient pre- 
cisement trois transformations infinitesimales independantes du premier 
ordre et que celles-ci ne doivent laisser au repos aucun element lineaire 
passant par I'origine des coordonnees, alors nous trouvons facilement que 
les transformations infinitesimales de G', qui laissent au repos I'origine des 
coordonnees, ont la forme : 

yp — xq + c {xp + yq + 2zr) + ■ ■ ■ , zp + ■ ■ ■ , zq + ■ ■ ■ . 

En outre, en tant que groupe transitif, G' contient naturellement encore 
trois transformations infinitesimales d'ordre zero de la forme : 

(8) P + ■ ■ ■ , 9 + ■ ■ ■ , r + ■ ■ ■ . 

Le groupe lineaire homogene, que G' associe a I'origine des coordon- 
nees {cf. p. 12821) . est evidemment de la forme : 

/r\\ II II, ( I I , I I , n I l\ II II 

(9) yp— xq+c{xp+yq+2zr), zp, zq. 

Mais maintenant, deux points liniment eloignes I'un de 1' autre doivent 
avoir un invariant par rapport a G", done d'apres les pages 12811 sq., le 
groupe lineaire homogene (9) doit posseder un invariant, ce qui ne peut 
manifestement se produire que si c s'annule, et par consequent on obtient 
qu'en dehors des transformations (8), G' en contient encore trois de la 
forme : 



(10) 



yp — xq + ■ ■ ■ , 



zp^ , 



zq^ , 
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et chaque transformation infinitesimale de G' peut etre exprimee par com- 
binaison lineaire a partir de ces six-la. 

Rappelons maintenant a ce sujet que les transformations infinitesi- 
males de G peuvent aussi etre interpretees comme transformations de 
contact infinitesimales du plan x, z, et qu'a chacune de ces transformations 
de contact infinitesimales est associee une fonction caracteristique par la- 
quelle elle est parfaitement determinee. En particulier, les fonctions carac- 
teristiques des transformations (10) s'enoncent de la maniere suivante : 

x^ + y'^^ , yz + l3^{x,y)^ ,xz + a^{x,y)^ , 

oil tta et sont certaines fonctions entierement homogenes de degre trois 
par rapport a x et a et oii les termes supprimes sont a chaque fois d'un 
rang x,y,z qui est superieur a celui des termes qui sont ecrits {voir le 
Tome II, p. 526 sq. et p. 532 sq.)- Mais maintenant, G' doit necessairement 
contenir aussi la transformation infinitesimale dont la fonction caracteris- 
tique possede la forme : 

(11) {yz + |3^^ , xz + a^^ ] = z^ + \2{x,y) z + \i{x,y)^ , 

oij nous entendons par A2 et par A4 des fonctions entierement homogenes 
de degre 2 et 4 par rapport a a; et y {loc. cit., p. 321 et p. 526 sq.). La seule 
transformation infinitesimale dont la fonction caracteristique possede la 
forme (11) serait du second ordre en x, 2;, alors que G' ne contient cepen- 
dant absolument aucune transformation infinitesimale du second ordre. Par 
consequent, nous parvenons au resultat qu'il n'y a pas du tout de groupe 
G' a six parametres ayant la constitution consideree ici, et done que le 
deuxieme des deux cas distingues a la page 12901 ne peut pas du tout se 
realiser. 

Si Ton veut eviter les calculs avec les fonctions caracteristiques, on peut 
aussi proceder de la maniere suivante : G' laisse invariante I'equation de Pfaff : 
dz — ydx = et, quand on fixe un point reel en position generale, alors deux 
elements lineaires imaginaires conjugues restent au repos dans I'element lineaire 
que I'equation : dz — ydx = attache a ce point. II decoule de la que G' , inter- 
prete comme groupe de transformations de contact du plan x, z, laisse invariantes 
deux equations differentielles ordinaires conjuguees du second ordre. Ainsi, grace 
a une transformation de contact (imaginaire) du plan, nous pouvons parvenir a ce 
que les courbes integrales de I'une de ces deux equations differentielles soient 
transformees en les points du plan. Nous pouvons done nous supposer les va- 
riables X, y, z choisies depuis le debut de telle sorte que G', interprete comme 
groupe de transformations de contact du plan x, z, ne consiste qu'en des trans- 
formations ponctuelles prolongees, et qui en outre laisse invariante encore une 
equation differentielle ordinaire du second ordre. Mais maintenant, nous avons vu 
a la page 76 que chaque groupe continu fini de transformations ponctuelles du 
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plan qui laisse invariante une equation differentielle ordinaire du second ordre est 
semblable, via une transformation ponctuelle, a un groupe projectif du plan. Par 
consequent, nous pouvons admettre que G', lorsqu'en general il existe, provient 
par prolongation d'un groupe projectif du plan a six parametres ; avec cela, nous 
n'avons naturellement pas besoin de considerer comme differents I'un de I'autre 
deux groupes projectifs qui, a I'interieur du groupe projectif general, sont conju- 
gues I'un a I'autre [gleichberechtigt sind], ou sont dualistiques I'un de I'autre; 
nous pouvons done supposer que G' provient par prolongation du groupe lineaire 
general : 

p, r, xp, zp, xr, zr 
du plan, et ainsi, que dans les variables choisies x, y, z, il possede la forme : 

p, r, xp — yq, zp — y'^q, xr + q, zr + yq. 

Mais nous avons deja demontre aux pages [T83] sq. au sujet de ce groupe que rela- 
tivement a lui, deux points finiment eloignes I'un de I'autre n'ont aucun invariant. 
Ainsi, on obtient a nouveau qu'un groupe G' de la nature ici demandee n' existe 
pas du tout. 

II reste encore a trailer le premier des deux cas distingues a la 
page 12901 

Si ce cas se produit, les oo^ elements lineaires passant par chaque 
point reel fixe en position generale sont transformes par Taction d'un 
groupe a trois parametres, et pour preciser, de telle fa9on qu'un cone non- 
degenere du second degre constitue d'elements lineaires reste invariant. 
Par consequent, G laisse invariante une equation reelle de la forme : 

1,2,3 

c^^lu {xi,X2,X'i)dXf,dxy = 0, 

dont le determinant ne s'annule pas. Maintenant, puisque notre G est a six 
parametres, on obtient, grace au Theoreme 35 p. 391, qu'il peut etre trans- 
forme, via une transformation ponctuelle reelle de R^, soit en le groupe 
des mouvements euclidiens, soit en I'un des deux groupes des mouvements 
non-euclidiens, soit en I'un des deux groupes suivants : 

Pi, P2, P3, X1P2-X2P1, X2P3 + X3P2, X3P1+X1P3] 
Pl+XiUi, P2 + X2U2, p-i-x-iUs, 
X1P2-X2P1, X2P3 + X3P2, X3P1 + X1P3. 

Cependant, les deux demiers groupes ne satisfont pas notre Axiome III, car 
pour ces deux-la I'origine des coordonnees est un point en position gene- 
rale et une des pseudospheres ayant pour centre I'origine des coordonnees, 
est la conique : 

2 I 2 2 f\ 
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mais cette pseudosphere passe par son centre, ce qui est justement exclu 
par TAxiome III. 

Ainsi on a demontre que les mouvements euclidiens et non-euclidiens 
sont ejfectivement entierement caracterises par les axiomes poses d la 
page \285\ 

§ 103. 

Nous allons maintenant montrer que les mouvements euclidiens et 
non-euclidiens de sont entierement caracterises, lorsqu'on pose les 
axiomes suivants. 

I) i?4 est une variete numerique. 

II) Les mouvements de R4 foment un groupe reel continu, qui est 
engendre par des transformations infinitesimales. 

III) Si Von fixe un point reel quelconque : y1 . . .y^ en position gene- 
rale, alors tous les autres points reels : Xi,X2, x^, en lesquels un autre point 
reel : x^ . . .x^ peut encore etre transforme, satisfont une equation reelle 
de la forme : 

(12) W{yl..y1; . . . x° ; x,...x^) =0, 

qui n'est pas realisee pour : xi = y'^, . . . ,Xi = y^, et qui represente en 
general une variete troisfois etendue passant par le point : 

IV) Autour du point : y1 . . . y^, une region finie quatre fois etendue 
peut etre delimitee de telle sorte que les conditions suivantes sont satis- 
faites : Si Von fixe le point : . . . y% alors chaque autre point reel : 
x\. . .x\de la region peut encore etre transforme continument en tous les 
points reels : Xi . . .x^ qui satisfont 1' equation (12). Si 1' on fixe, outre le 
point : yi-.. y^, encore un deuxieme point reel : . . . de la region, 
alors chaque autre point reel : x^ . . .x^ de la region peut encore etre 
transforme continument en tous les points reels : Xi . . . X4 de la region 
qui satisfont les deux equations : (12) et : 

(13) W{z°^...zl; X1...X4) =0. 

Avec cela, il est a chaque fois suppose que les deux points : x^ . . .x^ et 
Xi . . .X4 sont relies I'un a V autre par une serie continue et irreductible de 
points de cette sorte. 

Nous faisons a nouveau remarquer expressement a ce sujet que ces 
axiomes contiennent peut-etre certains elements superflus, bien qu'ils de- 
mandent moins que les axiomes helmholtziens. En effet. Monsieur de 
Helmholtz demande en plus que lorsque trois points sont fixes, chaque 
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quatrieme point est encore complement libre de se mouvoir, autant que 
I'autorisent les equations par lesquelles il est lie avec les points fixes ; a cet 
effet, c'est meme son axiome de monodromie qui se presente. 

Soit a nouveau G un groupe quelconque qui satisfait nos axiomes. 
La variete passant par le point : x\ . . .x\ qui est definie par 1' equa- 
tion (12), nous I'appelerons naturellement encore une pseudosphere de 
centre : Ui . . .y^ relative a G. Notre Axiome III exprime ensuite qu'en 
general, les pseudospheres sont des varietes reelles trois fois etendues et 
qu'une pseudosphere ne passe jamais par son centre. 

On peut maintenant demontrer, exactement comme dans le precedent 
paragraphe, que G est transitif, et que deux points liniment eloignes I'un 
de I'autre : xi . . . X4 et : yi . . . 2/4 ont un et un seul invariant : Vt{x, y) relati- 
vement a G. II decoule alors immediatement de la que I'equation (12) peut 
etre ramenee a la forme : 

(14) n{xr...x^- yl..yl)=n{xl..xl- y^.-yl). 

Nous ne devons done pas nous attarder plus longtemps sur ce sujet. 

De meme, la demonstration que G est reel-primitif se presente 
presque exactement comme au § 102. Parmi les pseudospheres de centre : 
yi-.. y1, il y en a seulement un nombtre discret qui ne sont pas des va- 
rietes reelles a trois dimensions, mais qui sont seulement deux fois ou une 
fois etendues, voire meme se reduisent a un point. Comme par ailleurs au- 
cune pseudosphere ne passe par son centre, alors apres fixation du point : 
yi-.. yl, il est certain qu'aucune variete ponctuelle passant par ce point ne 
peut rester au repos. Par consequent, G doit etre reel-primitif. 

Enfin, exactement comme au § 102, on peut aussi demontrer que G 
est fini, et pour preciser, qu'il a au plus six parametres. 

Si en effet Pi . . . P4 et P sont cinq points mutuellement en position 
generale, alors les quatre pseudospheres de centres Pi . . . P4 passant par P 
ne peuvent se couper qu'en P ; car si elles se coupaient en une variete M 
passant par P qui ne consistait pas seulement en le point P, alors toutes 
les pseudospheres passant par P se couperaient generalement en la variete 
M, par suite de quoi M resterait aussi en meme temps au repos apres 
fixation de P, ce qui est exclu. Si maintenant nous Axons les quatre points 
Pi . . . P4, alors P ne peut visiblement se mouvoir que sur 1' intersection 
des pseudospheres centrees en Pi ... P4 qui passent par P, et puisque cette 
intersection consiste seulement en le point P lui-meme, P doit rester au 
repos, et parce que P est un point en position generale, chaque point de 
I'espace reste en meme temps generalement au repos. Sous les hypotheses 
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posees, la fixation de Pi . . . P4 necessite au plus :4 + 3 + 2 + l = 10 
conditions, done on obtient que G est fini, et pour preeiser, qu'il a au plus 
dix parametres. 

Choisissons maintenant, parmi les pseudospheres de eentre Pi, une 
quelconque d'entre elles en position generale, et appelons-la Ki. Si P2 est 
un point quelconque de Ki, il y a 00^ pseudospheres de centre P2, mais 
dont aucune ne coincide avec Ki, car une pseudosphere ne contient jamais 
son centre. 

Si nous fixons Pi, alors P2 pent se mouvoir d'une maniere complete- 
ment libre sur la pseudosphere A'l, qui, sous les hypotheses posees, est cer- 
tainement une variete reelle trois fois etendue. Si, hormis Pi, nous fixons 
aussi encore P2, alors chaque autre point P3 de Ki peut seulement se mou- 
voir sur la variete M' qui est decoupee dans Ki par la pseudosphere de 
centre P2 qui passe par P3 ; et d'apres I'Axiome IV, P3 peut se mouvoir 
d'une maniere completement libre sur cette variete. Nous pouvons ajouter 
que, sous les hypotheses posees, M' est en general une variete reelle deux 
fois etendue. 

Si nous determinons les points de Ki par trois coordonnees : Pi, 2:2, Ps 
et si nous appelons : t)?, 1)2) tls coordonnees de P2, et : p?) P21 ?3 celles de 
P3, nous pouvons aussi exprimer tout cela comme suit : Si Pi est fixe, alors 
les points : fi, j:2 5 Ps de la pseudosphere Ki sont transformes de telle sorte 
qu'apres fixation d'un point reel : 1)5, t)2' de Ki, chaque autre point reel 
Pi: f2) P3 de Ki peut encore etre envoye sur tous les points reels : pi, j:2, Ps 
de Ki qui satisfont une equation de la forme : 

2n(i)?,t)°,i)°; p?,p°,p°; Pi,P2,P3) =0; 

en general, cette equation determine une variete reelle deux fois etendue 
se trouvant sur Ki. Et maintenant, lorsqu'on fixe Pi, les points de la va- 
riete trois fois etendue A'l sont visiblement transformes par un groupe Gi ; 
d'apres ce qui a justement ete dit, il s'ensuit de plus que ce groupe satis- 
fait tous les axiomes poses dans le paragraphe precedent, par suite de quoi 
nous pouvons conclure que Gi a six parametres et qu'il peut etre trans- 
forme en le groupe des mouvements euclidiens, ou en les deux groupes 
de mouvements non-euclidiens de P3, via une transformation ponctuelle 
reelle en les variables : Pi,P2,P3- D'autre part, nous avons vu plus haut 
que G est transitif et qu'il a au plus dix parametres, done le sous-groupe 
de G par lequel Pi reste invariant n'a certainement pas plus que six pa- 
rametres. Par consequent, on obtient que G possede exactement dix para- 
metres, et qu'apres fixation de Pi, les points de P4 sont transformes par 
un groupe a six parametres ; en meme temps, les points de chaque pseu- 
dosphere de centre Pi qui est generalement situee sont transformes par un 
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groupe isomorphe-holoedrique a six parametres, qui est semblable, par une 
transformation ponctuelle reelle de -R3, soit au groupe des mouvements eu- 
clidiens, soit a I'un des deux groupes de mouvements non-euclidiens. 

Si nous Axons Pi et P2, alors les points de Ki sont encore transfor- 
mes par Taction d'un groupe a trois parametres, et il en va de meme pour 
les points de chaque autre pseudosphere de centre Pi qui est generalement 
situee. Les groupes reels a trois parametres en question sont naturellement 
isomorphes-holoedriques I'un avec 1' autre. Mais si un sous-groupe reel a 
trois parametres des mouvements euclidiens ou non-euclidiens de P3 est 
isomorphe-holoedrique avec un sous-groupe a trois parametres qui laisse 
invariant un point reel, alors il est manifestement lui-meme le sous-groupe 
a trois parametres qui laisse invariant un certain point reel {cf. p. 385 et 
Chap. 10). Par consequent, lorsque Pi et P2 sont fixes, sur chaque pseudo- 
sphere de centre Pi qui est generalement situee, un certain point reel doit 
en general rester au repos, et pour preciser, les points en question doivent 
visiblement constituer une courbe qui passe par P2. La symetrie montre 
qu'apres fixation de Pi et de P2, il passe aussi en meme temps par Pi une 
courbe continue dont les points restent entierement au repos. 

Si done nous fixons Pi et P2, alors il passe par Pi ainsi que par P2 une 
courbe continue dont les points restent au repos. On peut s'imaginer que 
ces deux courbes coincident, mais il est aussi possible qu'elles different 
I'une de I'autre. Nous voulons laisser en suspens la question de savoir si le 
deuxieme cas peut reellement se produire. Afin de pouvoir nous exprimer 
d'une maniere commode, nous voulons appeler pseudodroite 1' ensemble 
des deux courbes. Ainsi nous pouvons dire : Pour chaque paire de points Pi 
et P2 de P4, une pseudodroite est determinee qui passe par Pi et par P2 ; si 
on fixe Pi et P2, alors les points de cette pseudodroite restent entierement 
au repos. 

II est clair que chaque point de la pseudosphere Ki determine une 
pseudodroite passant par Pi et que les pseudodroites ainsi determinees 
passent en general toutes par Pi ; car si nous fixons en meme temps que 
Pi un point P en position generale qui ne se trouve pas sur Ki, alors un 
point P' sur Ki reste aussi au repos et la pseudodroite determinee par Pi 
et par P coincide done avec celle qui est determinee par Pi et par P'. Par 
consequent, exactement oo"^ pseudodroites passant par Pi sont en general 
determinees, mais puisque chacune de ces pseudodroites consiste even- 
tuellement en deux courbes, dont I'une seulement passe par Pi lui-meme, 
il n'est pas certain depuis le debut que la famille des courbes passant par 
Pi, qui est determinee par ces 00'^ pseudodroites, est constituee de 00'^ 
courbes differentes. 
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Comme oo^ pseudodroites differentes passant par P sont determi- 
nees et comme, d' autre part, oo'^ elements lineaires differents passent aussi 
par Pi, il y a parmi ces elements lineaires un certain nombre, i.e. oo™ 
(0 ^ m ^ 3) qui sont differents, et qui sont constitues de telle sorte que par 
chacun d'entre eux passent certaines de ces pseudodroites-la, alors qu'au- 
cune telle pseudodroite ne passe par les elements lineaires restants. Nous 
allons demontrer que le nombre m en question est simplement egal a trois. 

En effet, si Pi est fixe, alors les pseudodroites passant par Pi sont 
echangeables I'une avec 1' autre, et done la variete des cxd™ elements li- 
neaires definie a 1' instant reste au repos. Comme de plus a chaque point de 
la pseudosphere A'l est associee I'une des pseudodroites passant par Pi et 
comme, apres fixation de Pi, chaque point de Ki peut etre encore trans- 
forme en chaque autre, alors, apres fixation de Pi, chacune des pseudo- 
droites determinees passant par Pi peut aussi etre transformee en chaque 
autre et par consequent aussi, chacun des ces oo™ elements lineaires-la 
peut etre transforme en chaque autre. II decoule de la que par chacun de 
ces oo" elements lineaires passent oo'^"'" pseudodroites differentes, et que 
la pseudosphere Ki se decompose en oo™ varietes reelles (3 — m) fois 
etendues, de telle sorte que chacun de nos oo'" elements lineaires est asso- 
cie a I'une de ces varietes ; apres fixation de Pi, ces oo'" varietes (3 — m) 
fois etendues sont echangeables I'une avec 1' autre. Si maintenant on avait 
m = 1 ou = 2, alors, apres fixation de Pi, les points de Ki se transforme- 
raient de maniere reelle-imprimitive, ce qui n'est evidemment pas le cas. 
Si d'un autre cote, on avait m = 0, alors un nombre discret d'elements 
lineaires reels passant par Pi resterait au repos en meme temps que Pi, 
et notre groupe G a dix parametres serait done reel-imprimitif, alors qu'il 
doit cependant etre reel-primitif . 

Par consequent, le nombre m defini plus haut est reellement egal a 3, 
en consequence de quoi il passe en general par Pi une pseudodroite dirigee 
par chaque element lineaire reel. 

Ainsi, on a demontre qu'il existe, entre les oo"^ elements lineaires en 
Pi et les oo"^ points reels de la pseudosphere Ki, une relation qui en tout 
cas est univoque et reversible [eindeutig umkehrbar] a I'interieur d'une cer- 
taine region et qui reste maintenue par toutes les transformations de G qui 
laissent invariant le point Pi. Si nous nous rappelons alors qu'apres fixa- 
tion de Pi, les oo'^ elements lineaires passant par Pi sont transformes par 
Taction d'un groupe projectif reel g, nous reconnaissons done immedia- 
tement que ce groupe q est semblable au groupe Gi, par lequel les points 
de Ki sont transformes en meme temps, et pour preciser, que g est sem- 
blable a Gi via une transformation ponctuelle reelle de P3. Mais comme 
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Gi etait de son cote semblable, via une transformation ponctuelle reelle de 
i?3, soit au groupe des mouvements euclidiens, soit a I'un des deux groupes 
de mouvements non-euclidiens de cet espace, il en decoule done, en tenant 
compte du Theoreme 19, p. 292, que g est a six parametres et qu'il peut 
etre transforme au moyen d'une transformation projective reelle en I'un 
des trois groupes de mouvements mentionnes. 

Ainsi, notre groupe G a dix parametres est constitue de telle sorte 
qu'apres fixation d'un point reel en position generale, les oo^ elements 
lineaires reels passant par ce point sont transformes par Faction d'un 
groupe a six parametres, et pour preciser, d'un groupe euclidien ou non- 
euclidien. 

Si les elements lineaires en question sont transformes par Taction 
d'un groupe euclidien, alors, en meme temps que chaque point reel en po- 
sition generale, une botte [Bundel] reelle de oo^ elements lineaires passant 
par un tel point reste invariante, done G laisse invariante une equation de 
Pfaff reelle : 

4 

(15) Oiu{xi . . . Xi) dxu = 0, 

1 

qui ne doit naturellement pas etre integrable, parce que sinon G serait reel- 
imprimitif. Mais maintenant, il est connu d'apres la theorie du probleme 
de Pfaff, qu'a toute equation de Pfaff non integrable a quatre variables 
est associee un systeme invariant simultane. Ce systeme simultane, qui est 
egalement reel pour I'equation reelle (15), devrait naturellement rester in- 
variant par G, done dans ce cas G devrait etre reel-imprimitif ; par conse- 
quent, le cas oii les oo'^ elements lineaires passant par un point reel fixe 
sont transformes de maniere euclidienne n'entre generalement pas en ligne 
de compte. 

D'un autre cote, si les elements lineaires en question se transforment 
de maniere non-euclidienne, alors a chaque point reel en position generale 
et associee une conique du second degre reelle ou imaginaire constitute 
d'elements lineaires, qui, par un choix approprie des variables, re9oit ou 
bien la forme : 

(16) dxj^ \-dxl = 0, 

ou bien la forme : 

(17) dxl + dxl + dxl — dx\ = 0. 

Maintenant, puisque G a dix parametres et que les elements lineaires pas- 
sant par chaque point reel fixe se transforment par Taction d'un groupe a 
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six parametres, on obtient grace aux developpements des pages 385 sq., 
que G peut etre transforme via une transformation ponctuelle reelle de 
i?4 soit en le groupe des mouvements euclidiens, soit en I'un des deux 
groupes de mouvements non-euclidiens — ces cas sont possibles, lorsque 
la forme (16) se produit — , ou bien qu'il est semblable, via une trans- 
formation ponctuelle reelle de soit au groupe projectif d'une des deux 
varietes : 

2 I 2 I 2 2 I -| 

X-^ ~n 3^2 ~r — —I — L ^ 

soit au groupe : 

Pi ■■■Pi, X^p^-X^Pf,, X^Pi + XiP^, (m,i/ = 1,2,3) 

— ces cas correspondent a la forme (17). 

Mais les trois demiers groupes n'entrent pas du tout en ligne de 
compte, car pour chacun d'entre eux, il y a visiblement, parmi les pseu- 
dospheres ayant un centre donne, toujours une pseudosphere qui passe par 
son centre. Par consequent, il ne reste plus que les mouvements euclidiens 
et non-euclidiens, et on a done demontre que ces trois families de mouve- 
ments de i?4 sont completement caracterisees par les axiomes indiques a 
la page \294] 

A present, nous voulons indiquer de quelle maniere ces considerations 
se realisent pour les espaces de dimension superieure a quatre. 

Dans Rn {n > 2) nous demandons pareillement que I'espace soit 
une variete numerique et que les mouvements forment un groupe continu 
engendre par des transformations infinitesimales. Si un point reel : . . . y° 
en position generale est fixe, alors tout autre point reel : . . . x° peut etre 
envoye encore seulement sur les points reels : xi . . .Xn qui satisfont une 
certaine equation : 

Avec cela, nous supposons que cette equation represente en general une 
variete reelle {n — 1) fois etendue, et qu'elle n'est pas satisfaite pour : 

Xi . . . , Xn Uji- 

La variete reelle passant par le point : x^ . . .x^ qui est determinee par 
r equation ■.W = 0, nous I'appelons bien sur une pseudosphere de centre : 
Hi . ■ ■ Notre derniere exigence exprime alors visiblement qu'une pseu- 
dosphere ne peut jamais passer par son centre. 

Enfin, nous demandons encore que dans _R„, puisse etre delimitee une 
region finie n fois etendue, a I'interieur de laquelle les exigences suivantes 
soient satisfaites : Si Ton fixe un point Pi de la region, alors tout autre point 
de la region doit pouvoir se mouvoir d'une maniere entierement libre sur la 
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pseudosphere de centre Pi passant par lui. Si Ton fixe q points Pi . . . Pgde 
la region qui sont mutuellement en position generale, alors, tant que q est 
< n—1, chaque autre point en position generale appartenant a la region doit 
pouvoir se mouvoir d'une maniere entierement libre sur la variete passant 
par P qui est 1' intersection des q pseudospheres de centres Pi . . . Pg. 

Nous affirmons que ces exigences suffisent pour caracteriser les mou- 
vements euclidiens et non-euclidiens. Mais nous voulons seulement indi- 
quer la demonstration de cette assertion. 

Nous supposons que notre assertion est deja demontree pour I'espace 
a n — 1 dimensions et nous demontrons, en prenant cette hypothese pour 
base, que notre assertion est vraie aussi pour pour I'espace a n dimensions. 
Comme nous avons I'avons deja demontree dans les cas n = 3 et n = 4, 
sa validite en general sera alors etablie. 

Mais pour demontrer que notre assertion est vraie dans i?„, aussitot 
qu'elle Test dans Rn-i, nous procedons comme dans le cas n = 4. Nous 
montrons que chaque groupe G qui satisfait nos axiomes est transitif et 
que relativement a lui, deux points finiment eloignes I'un de I'autre ont un 
et un seul invariant; de plus, chaque groupe tel est fini, reel-primitif, et il 
contient au plus | n{n + 1) parametres. Si a present nous Axons un point 
reel Pi en position generale, alors on obtient facilement que les points de 
chaque pseudosphere de centre Pi generalement situee sont transformes 
par un groupe qui satisfait tous les axiomes dans et par consequent, 

grace a I'hypothese prise pour base, ce groupe peut etre transforme, via 
une transformation ponctuelle de soit en le groupe des mouvements 

euclidiens, soit en I'un des deux groupes de mouvements non-euclidiens 
de cet espace. 

II decoule de la tout d'abord que G contient precisement | n{n + 1) 
parametres. De plus, exactement comme dans le cas n = 4, on peut de- 
montrer que deux points de Rn determinent une pseudodroite. Pour cela, 
on peut se baser sur les recherches de Monsieur Werner, qui, a 1' initiative 
de Lie, a determine les plus grands sous-groupes qui sont contenus dans 
le groupe projectif d'une variete non-degeneree du second degre dans I'es- 
pace an > 5 dimensions. 

Apres que I'existence des pseudodroites est connue, on montre a nou- 
veau, exactement comme dans le cas n = 4, que les oo"^^ elements li- 
neaires reels passant par chaque point reel fixe en position generale sont 
transformes par G de maniere euclidienne ou non-euclidienne. Enfin, on 
demontre facilement qu'ils ne peuvent certainement pas etre transformes 
de maniere euclidienne, et grace a la consideration des cas restants, on ob- 
tient que G peut etre transforme, via une transformation ponctuelle reelle 
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de Rn, soit en le groupe des mouvements euclidiens, soit en I'un des deux 
groupes de mouvements non-euclidiens de 

Nous voulons terminer le present chapitre en rectifiant une petite er- 
reur qui s'est glissee aux pages 12201 sq. A cet endroit-la, nous avons en 
effet dit que le troisieme axiome de Monsieur de Helmholtz est constitue 
de deux parties, dont la seconde contient certaines exigences qui ne de- 
coulent pas de celles qui sont posees dans la premiere, bien que, d'apres sa 
version, cette seconde partie semble contenir seulement des consequences 
de la premiere. Mais en fait, les choses se passent tout autrement. Si en ejfet 
on comprend ce que nous avons appele a ce moment-Id la premiere partie 
du troisieme axiome helmholtzien de telle sorte que, quand un point Pi est 
fixe, chaque autre point doit pouvoir se mouvoir d'une maniere entierement 
libre sur la pseudosphere de centre Pi qui passe par lui, et si Ton en tire la 
conclusion qu'une pseudosphere ne peut jamais passer par son centre, alors 
a vrai dire, ce que nous avons appele la seconde partie du troisieme axiome 
helmholtzien ne contient rien qui ne decoule pas deja de la premiere par- 
tie ; cela est montre par des considerations similaires a celles que nous 
avons developpees dans le present chapitre, et par exemple, dansi?3, afin 
de demontrer que trois pseudospheres dont les centres sont mutuellement 
en position generale se coupent generalement en un seul point. Et main- 
tenant, puisqu'au cours de notre recherche sur les axiomes helmholtziens, 
nous avons toujours interprete cela de telle sorte qu'une pseudosphere ne 
doit pas passer par son centre {cf. p. 12421) . notre division en deux parties 
du troisieme axiome effectuee aux pages 12201 sq. est erronee. A vrai dire, 
il reste toujours des chances que Monsieur de Helmholtz ait propose les 
consequences qu'il tire de son troisieme axiome, sans les justifier, bien 
que leur justification ne soit pas du tout aussi simple que cela. 
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Quatrieme de couverture : 

LE PROBLEME DE L'ESPACE 

Sophus Lie, Friedrich Engel 
et le probleme de Riemann-Helmholtz 

Est-il possible de caracteriser I'espace euclidien tridimensionnel qui 
s'offre si immediatement a I'intuition physique au moyen d'axiomes ma- 
thematiques simples et naturels ? Plus generalement, est-il possible de ca- 
racteriser les espaces de Bolyai-Lobatchevskii a courbure constante nega- 
tive, ainsi que les espaces de Riemann a courbure constante positive, a 
I'exclusion de toute autre geometric contraire a une intuition directe ? 

A une epoque (1830-50) oii I'emergence necessaire des geometries 
dites non-euclidiennes devenait incontestable, c'est Riemann qui a souleve 
cette question profonde et difficile dans son discours d'habilitation (1854), 
sans chercher, toutefois, a la resoudre completement. Helmholtz (1868) 
r interpret era en conceptualisant le mouvement des corps dans I'espace et 
il tentera d'etablir rigoureusement que le caractere metrique et localement 
homogene d'un espace se deduit d'axiomes de mobilite maximale pour des 
corps rigides. 

Mais il fallut attendre les travaux de Sophus Lie, et notamment la 
Theorie der Transformationsgruppen (2100 pages, 1888-93) ecrite en col- 
laboration avec Friedrich Engel, pour qu'une solution complete et rigou- 
reuse soit apportee a ce fascinant probleme, a la fois au plan local et au plan 
global. L' introduction historique, philosophique et mathematique ainsi que 
la traduction que nous proposons ici aspirent a faire connaitre un aspect 
de I'oeuvre monumentale de Sophus Lie qui demeure essentiellement peu 
evoque au sein de la philosophic traditionnelle de la geometric. 
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